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Formule de Plancherel pour les fonctions de
Whittaker sur un groupe re´ductif p-adique
Patrick Delorme
1 Introduction
Soit F un corps local non archime´dien et soit G le groupe des points sur F d’un groupe
re´ductif connexe de´fini sur F . Soit (P0, P
−
0 ) un couple de sous-groupes paraboliques
minimaux oppose´s de G. On note M0 leur sous-groupe de Le´vi commun. Soit U0 le
radical unipotent de P0 et A0 le plus grand tore de´ploye´ de M0. Soit K un bon sous-
groupe compact maximal de G relativement a` A0. Soit ψ un caracte`re unitaire lisse de
U0 non de´ge´ne´re´, i.e. tel que pour toute racine P0-simple de A0, α, sa restriction au
sous-groupe radiciel (U0)α soit non triviale.
On note C∞(U0\G,ψ) l’espace des fonctions de Whittaker lisses surG, i.e. des fonctions,
f , sur G, invariantes a` droite par un sous-groupe compact ouvert de G et telles que:
f(u0g) = ψ(u0)f(g), g ∈ G, u0 ∈ U0.
On de´finit un sous-espace vectoriel, C(U0\G,ψ), de C
∞(U0\G,ψ), qui est l’analogue
pour notre situation de l’espace de Schwartz C(G) d’Harish-Chandra (cf. [W]) et qui est
muni d’une topologie naturelle. On de´finit une transformation de Fourier des e´le´ments
de C(U0\G,ψ), dite transformation de Fourier-Whittaker, a` l’aide des repre´sentations
lisses irre´ductibles de carre´ inte´grable de sous-groupes de Le´vi de G. A noter que celle-ci
est diffe´rente de celle introduite dans [D4], qui utilise des repre´sentations cuspidales .
Le principal re´sultat est la caracte´risation de l’image de cette transformation et une
formule d’inversion. L’espace C(U0\G,ψ) est un sous espace de L
2(U0\G,ψ). On
e´tudie e´galement comment se transforme le produit scalaire L2 par la transformation
de Fourier-Whittaker. Nous avons appris de Ramakrishnan, par l’interme´diaire de Lau-
rent Clozel, que ce travail ( la formule de Plancherel pour les fonctions de Whittaker)
e´tait du a` Harish-Chandra, malheureusement non publie´. Noter que pour les fonc-
tions de Whittaker sur un groupe re´ductif re´el, la formule de Plancherel a e´te´ e´tablie
(Harish-Chandra, non publie´, Wallach [Wall], Chapitre 15). Notre travail est une suite
naturelle a` [D4]. Il est largement inspire´ par la re´daction de Waldspurger de la formule
de Plancherel d’Harish-Chandra pour L2(G) ( cf. [W]).
De´taillons le contenu de cet article.
Si (pi, V ) est une repre´sentation lisse de G, on note Wh(pi, U0) ou Wh(pi) l’espace des
formes line´aires, ξ, sur V telles que:
〈ξ, pi(u0)v〉 = ψ(u0)〈ξ, v〉, v ∈ V, u0 ∈ U0.
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Si pi est de longueur finie, Wh(pi) est de dimension finie (cf.[BuHen], The´ore`me 4.2) et
[D3] pour une autre de´monstration). Notez que si le groupe G n’est pas quasi-de´ploye´,
cette dimension n’est pas toujours infe´rieure ou e´gale a` 1.
Si v ∈ V , on note cξ,v le coefficient ge´ne´ralise´ de´fini par:
cξ,v(g) := 〈ξ, pi(g)v〉, g ∈ G.
C’est un e´le´ment de C∞(U0\G,ψ).
Dans la suite la phrase “Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de
G” voudra dire que P contient M0, que M est son sous-groupe de Le´vi contenant M0 et
que U est son radical unipotent. On note X(M) le groupe des caracte`res non ramifie´s
unitaires deM . C’est un tore compact. On note δP la fonction module de P . Soit (σ, E)
une repre´sentation lisse de M . On note (iGPσ, i
G
PE) l’induite parabolique de (σ, E). On
suppose σ unitaire irre´ductible et on note O l’ensemble des classes d’e´quivalences des
repre´sentations σχ := σ ⊗ χ, χ ∈ X(M), qui est un tore compact contenu dans un
tore complexe OC. On appelle O l’orbite inertielle unitaire de σ, qui est munie d’une
mesure non nulle et X(M)-invariante, convenablement normalise´e. On utilise dans la
suite la notion de fonction sur O, qui de´pendent des objets concrets σχ, avec des re`gles
de transformation pour tenir compte des e´quivalences unitaires de repre´sentations. On
note que Wh(σχ) := Wh(σχ, U0 ∩M) est inde´pendant de χ ∈ X(M), car χ est trivial
sur U0 ∩M . Par restriction des fonctions a` K, les repre´sentations i
G
Pσχ admettent une
re´alisation dans un espace inde´pendant de χ, la re´alisation compacte.
Il existe une bijection naturelle, η 7→ ξ(P, σ, η), entre Wh(σ) et Wh(iGPσ). (cf. Rodier
[R], Casselman-Shalika [CS], Shahidi [Sh], Proposition 3.1)
On appelle fonctionnelle de Jacquet les e´le´ments de Wh(iGPσ). On de´finit les fonction-
nelles de Jacquet pour un sous-groupe parabolique semi-standard de G, P =MU , par
transport de structure.
Plus pre´cise´ment, soit K un bon sous-groupe compact maximal de G relativement a` A0.
On note W
G
(resp. W
M
) le groupe de Weyl de G (resp. M) relativement a` M0. On
fixe un ensemble WG de repre´sentants dans K de W
G
. Pour un bon choix de w ∈ WG
tel que Q := wPw−1 est anti-standard, on de´finit
ξ(P, σ, η) := ξ(Q,wσ, η) ◦ λ(w), η ∈ Wh(P, σ) := Wh(wσ),
ou` λ(w) est la translation a` gauche par w, qui entrelace iGPσ et i
G
Qwσ. Soit P , Q des
sous-groupes paraboliques semi-standard de G, posse´dant le meˆme sous-groupe de Le´vi,
M , contenant M0.
On suppose σ de longueur finie. On introduit les inte´grales d’entrelacement, A(Q,P, σ),
qui, lorsqu’elles sont de´finies, entrelacent iGPσ et i
G
Qσ.
Les inte´grales d’entrelacement transforment les fonctionnelles de Jacquet en des fonc-
tionnelles de Jacquet, ce qui permet d’introduire les matrices B:
Il existe une unique fonction rationnelle sur X(M) a` valeurs dans End(Wh(Q, σ),Wh(P, σ)),
χ 7→ B(P,Q, σχ), telle que:
ξ(Q, σχ, η) ◦ A(Q,P, σχ) = ξ(P, σχ, B(P,Q, σχ)η).
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On de´finit les inte´grales de Jacquet pour φ ∈ Wh(σ)⊗ iGPE par:
EGP (φ) = cξ,v ∈ C
∞(U0\G,ψ),
si φ = η ⊗ v, avec η ∈ Wh(σ), v ∈ iGPE et ξ = ξ(P, σ, η).
Soit (pi, V ) une repre´sentation lisse irre´ductible et de carre´ inte´grable de G. On note AG
le plus grand tore de´ploye´ du centre de G. Alors pour tout ξ ∈ Wh(pi) et v ∈ V , |cξ,v|
est de carre´ inte´grable sur AGU0\G. Graˆce au Lemme de Schur, on voit qu’il existe un
unique produit scalaire sur Wh(pi) tel que:
∫
AGU0\G
cξ,v(g)cξ′,v′(g)dg = (ξ, ξ
′)(v, v′), ξ, ξ′ ∈ Wh(pi), v, v′ ∈ V.
On de´finit maintenant la transforme´e de Fourier-Whittaker de f ∈ C(U0\G,ψ), Ff ,
comme suit. Pour tout sous-groupe parabolique anti-standard de G, i.e. contenant
P−0 , P = MU , et toute repre´sentation lisse irre´ductible de carre´ inte´grable de M ,
(σ, E), le The´ore`me de repre´sentation de Riesz montre qu’il existe un unique e´le´ment
de Wh(σ)⊗ iGPE, Ff(P, σ), tel que:
((Ff)(P, σ), η ⊗ v) =
∫
U0\G
f(g)EGP (σ, η, v)(g)dg, η ∈ Wh(P, σ), v ∈ i
G
PE,
l’inte´grale e´tant convergente d’apre`s les proprie´te´s des inte´grales de Jacquet et d’apre`s
l’hypothe`se f ∈ C(U0\G,ψ).
Alors Ff ve´rifie les proprie´te´s suivantes:
1) a) L’application χ 7→ (Ff)(P, σχ), est une fonction C
∞. En particulier, dans la
re´alisation compacte, cette application est a` valeurs dans un espace vectoriel de dimen-
sion finie.
b) Si (σ, E) et (σ1, E1) sont unitairement e´quivalentes, (Ff)(P, σ) et (Ff)(P, σ1)
ve´rifient une relation de transport de structure.
c) On peut de´finir pour g ∈ G, ρ•(g)(Ff), en posant (ρ•(g)(Ff))(P, σ) = (Id ⊗
iGPσ(g))(Ff)(P, σ). Alors, si f est invariante a` droite par un sous-groupe compact
ouvert de G, H , on a ρ•(h)Ff = Ff pour tout h ∈ H .
On re´sume les proprie´te´s a), b), c) en disant que pour toute orbite inertielle unitaire, O,
d’une repre´sentation lisse irre´ductible et de carre´ inte´grable deM , (σ, E), F(P, .) de´finit
un e´le´ment de C∞(Ou,Wh(P, )⊗ i
G
P ), cet espace e´tant muni d’une topologie naturelle.
Alors ρ• de´finit une repre´sentation lisse de G sur cet espace. On note Θ l’ensemble des
couples (P,O) ou` P =MU est un sous-groupe parabolique anti-standard de G et O est
l’orbite inertielle unitaire d’une repre´sentation lisse irre´ductible et de carre´ inte´grable
de M . Soit (P,O) ∈ Θ et P− le sous-groupe parabolique oppose´ a` P relativement a`M .
Il existe une fonction µ, rationnelle, non identiquement nulle, et C∞ sur O, telle que
l’on ait l’e´galite´ de fonctions rationnelles sur O:
A(P, P−, σ)A(P−, P, σ) = µ(σ)−1Id.
Soit φ ∈ C∞(Ou,Wh(P, )⊗ i
G
P ). On de´finit le paquet d’ondes fφ par:
fφ(g) :=
∫
O
µ(σ)E(P, σ, φ(σ))(g)dσ, g ∈ G,
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On de´montre que fφ ∈ C(U0\G,ψ) en utilisant un re´sultat semblable de [W] et le fait
suivant, utilise´ de manie`re re´currente:
Si (pi, V ) est une repre´sentation lisse de G, v ∈ V, ξ ∈ Wh(pi). Alors la restriction de
cξ,v a` A
−
0 est e´gale a` la restriction a` A
−
0 d’un coefficent lisse, que l’on peut pre´ciser.
On de´finit:
S = ⊕(P,O)∈ΘC
∞(O,Wh⊗ iGP ).
Soit P = MU et P ′ = M ′U ′ deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G. On
note note W (M ′|G|M) l’ensemble quotient, par l’action a` gauche de W
M ′
, de {s ∈
W
G
|s.M ⊂ M ′}. On note W (M ′|G|M) un ensemble de repre´sentants dans WG de ce
quotient, dont nous ne de´taillerons pas le choix dans cette introduction. Soit (P,O) ∈ Θ
et P ′ = M ′U ′ un sous-groupe parabolique anti-standard de G, s ∈ W (M ′|G|M) tels
que M et M ′ soient conjugue´s. On de´finit une fonction rationnelle sur O par:
C0(s, P ′, P, σ) := B(s.P, P ′, sσ)−1 ⊗ A(P ′, s.P, sσ)λ(s),
On introduit l’assertion suivante, dite Assertion A:
Si (P = MU,O) ∈ Θ et Q est un sous-groupe parabolique de sous-groupe de Le´vi M ,
on a l’e´galite´ de fonctions rationnelles sur O:
B(Q,P, σ)∗ = B(P,Q, σ),
ou` ∗ de´signe l’adjoint.
Cette assertion implique facilement que C0(s, P ′, P, σ) est unitaire et s’e´tend en une
fonction holomorphe au voisinage de O. La preuve de l’Assertion A ne´cessite quelques
de´tours comme son analogue dans [D4].
Mentionnons que la preuve de l’analogue de cette assertion pour les espaces syme´triques
re´ductifs re´els a e´te´ l’une des clefs de la preuve de formule de Plancherel pour ces es-
paces (cf. e.g., [D2]).
On note Sinv l’ensemble des e´le´ments (φP,O)(P,O)∈Θ de S tels que que pour tout
(P,O), P ′, s, σ comme ci dessus:
φP ′,sO(sσ) = C
0(s, P ′, P, σ)φP,O(σ).
On de´finit une application line´aire W de S dans C(U0\G,ψ) qui associe, pour (P,O) ∈
Θ, a` φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ) le paquet d’ondes fφ mulitiplie´ par une constante c(P )
−1.
Le re´sultat principal s’e´nonce alors:
La transformation de Fourier-Whittaker, F , est une bijection entre C(U0\G,ψ) et S
inv.
L’inverse de cette bijection est la restriction de W a` Sinv. Pour une topologie naturelle
sur S, F et W sont continues.
En particulier:
f =
∑
(P=MU,O)∈Θ
c(P )−1
∫
O
µ(σ)EGP ((Ff)(P, σ))dσ, f ∈ C(U0\G,ψ).
On e´tudie aussi la transformation du produit scalaire L2 sur C(U0\G,ψ) par F .
Donnons une ide´e de notre preuve.
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L’injectivite´ de F re´sulte d’un re´sultat de Joseph Bernstein (cf. [B1]).
Puis on commence par introduire constant faible pour les fonctions dites tempe´re´es de
C∞(U0\G,ψ). Le terme constant faible se de´duit naturellement du terme constant in-
troduit dans [D4]. Les inte´grales de Jacquet tempe´re´es et on calcule leur terme constant
faible en proce´dant comme dans [D4]. On a besoin d’estime´es qui se re´duisent souvent
a` des re´sultats de [W] graˆce au lien entre les coefficients ge´ne´ralise´s et les coefficients
lisses mentione´ ci-dessus. On poursuit comme dans [W], section VI, en introduisant la
transforme´e unipotente de f ∈ C(U0\G,ψ) relative a` P =MU , sous-groupe parabolique
anti-standard de G, fP de´fini par:
fP (m) := δ
1/2
P (m)
∫
U
f(mu)du,m ∈M,
l’inte´grale e´tant convergente car f ∈ C(U0\G,ψ). Nous n’avons pas e´te´ capable de
montrer directement que fP ∈ C(U0 ∩M\M,ψ). Cela re´sulte ne´ammoins du re´sultat
principal.
Soit (P,O) ∈ Θ. On introduit la notion d’e´le´ment φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ) tre`s re´gulie`re.
Nous ne donnerons pas ici la de´finition pre´cise. Disons seulement que si φ est tre`s
re´gulie`re, elle est polynomiale et, notamment, les fonctions sur O, C0(s, P ′, P, σ)φ(σ)
sont holomorphes au voisinage de O dans OC. Si l’Assertion A est vraie, tout φ ∈
C∞(O,Wh⊗ iGP ) polynomiale est tre`s re´gulie`re.
Pour φ tre`s regulie`re (ou pour φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ) si l’assertion A est vraie), f
P
φ est
un e´le´ment de C(U0 ∩M\M,ψ) que l’on calcule. La preuve est inspire´e d’un re´sultat
analogue de [W]. Pour φ tre`s re´gulie`re, la preuve utilise des de´placements de contour
d’inte´grales qui rendent le calcul le´ge´rement plus simple, a` nos yeux, que dans [W]. Cela
reste une partie difficile de ce travail. Ensuite on raisonne par continuite´ et densite´.
On en de´duit, sous les meˆmes hypothe`ses, le calcul de la transformation de Fourier-
Whittaker de fφ. On en de´duit aussi une formule pour le produit scalaire L
2 de deux
paquets d’ondes fφ et fφ′ :
(fφ, fφ′)G :=
∫
U0\G
fφ(g)fφ′(g)dg.
En e´changeant le roˆle de φ et φ′, on obtient une autre expression de ce produit scalaire.
En faisant varier φ et φ′ parmi les fonctions tre`s re´gulie`res, dans l’e´galite´ de ces deux
expressions de (fφ, fφ′)G, on en de´duit l’assertion A . Les conse´quences de cette Assertion
sur les fonctions C0 sont alors acquises.
On montre alors facilement que l’image de F est dans Sinv. Il est alors aise´ de montrer
que la restriction de FW a` Sinv est e´gale a` l’identite´, graˆce au calcul mentionne´ ci-
dessus du calcul de la transforme´e de Fourier-Whittaker des paquets d’ondes. Joint a`
l’injectivite´ de F , ceci ache`ve essentiellement la preuve du re´sultat principal.
2 Notations, Rappels
2.1
On reprend essentiellement les notations de [D4]. Soit F un corps local non archime´dien.
On conside`re divers groupes alge´briques de´finis sur F et on utilisera des abus de ter-
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minologie du type suivant: “soit A un tore de´ploye´” signifiera “soit A le groupe des
points sur F d’un tore de´fini et de´ploye´ sur F”. Avec ces conventions, soit G un groupe
alge´brique line´aire re´ductif et connexe. On fixe un tore de´ploye´ maximal, A0, de G et
on note M0 son centralisateur dans G. On fixe P0 un sous-groupe parabolique minimal
de G qui admet M0 comme sous-groupe de Le´vi. On notera U0 le radical unipotent de
P0.
Si P est un sous-groupe parabolique de G, on dit que P est semi-standard (resp. stan-
dard ) si M0 ⊂ P (resp. P0 ⊂ P ). Si P est semi-standard, il posse`de un unique
sous-groupe de Le´vi, M , contenant M0. On dit que M est un sous-groupe de Le´vi
semi-standard.
L’expression “P =MU est sous-groupe parabolique semi-standard de G” signifiera que
P est un tel sous-groupe, que M est son sous-groupe de Le´vi semi-standard et que U
est son radical unipotent. On notera P− =MU− le sous-groupe parabolique oppose´ a`
P de sous-groupe de Le´vi M . Un sous-groupe parabolique semi-standard de G, P , sera
dit anti-standard si P− est standard.
Si H est un groupe alge´brique, on note Rat(H) le groupe des caracte`res alge´briques de
H de´finis sur F .
On fait le choix d’une unifomisante de F . Ce choix permet de relever le quotient de
tout tore de´ploye´ A par son sous-groupe compact maximal,A0, dans un re´seau de A,
Λ(A) : cest l’image du re´seau des sous-groupes a` un parame`tre de A par l’e´valuation
en l’uniformisante.
Si V est un espace vectoriel, on note V ′ son dual et, s’il est re´el, on note VC son com-
plexifie´.
On note AG le plus grand tore de´ploye´ dans le centre de G. On note aG =
HomZ(Rat(G),R). La restriction des caracte`res alge´briques de G a` AG induit un iso-
morphisme:
Rat(G)⊗Z C ≃ Rat(AG)⊗Z C. (2.1)
On dispose de l’application canonique:
HG : G→ aG, (2.2)
de´finie par:
e〈HG(x),χ〉 = |χ(x)|F , x ∈ G, χ ∈ Rat(G). (2.3)
ou` |.|F est la valuation normalise´e de F . Le noyau de HG, qui est note´ G
1, est
l’intersection des noyaux des caracte`res de G de la forme |χ|F , χ ∈ Rat(G). On notera
X(G)C = Hom(G/G
1,C∗). C’est le groupe des caracte`res non ramifie´s de G.
On a des notations similaires pour des sous-groupes de Le´vi semi-standard. Si P est
un sous-groupe parabolique semi-standard de G, on notera aP = aMP , HP = HMP . On
note a0 = aM0, H0 = HM0.
On note aG,F , resp. a˜G,F , l’image de G, resp. AG, par HG. Alors G/G
1 est un re´seau
isomorphe a` aG,F . Soit M un sous-groupe de Le´vi semi-standard. Les inclusions AG ⊂
AM ⊂ M ⊂ G de´terminent un morphisme surjectif aM,F → aG,F , resp. un morphisme
injectif a˜G,F → a˜M,F , qui se prolonge de manie`re unique en une application line´aire
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surjective entre aM et aG, resp. injective entre aG et aM . La deuxie`me application
permet d’identifier aG a` un sous-espace de aM et le noyau de la premie`re, a
G
M , ve´rifie ;
aM = a
G
M ⊕ aG. (2.4)
Soit P =MU un sous-groupe parabolique semi-standard. On note Σ(AM ) (resp. Σ(P ))
l’ensemble des racines de AM dans l’alge`bre de Lie de G (resp. P ) qui s’identifie a`
un sous-ensemble de a′M . On note ∆(P ) l’ensemble des racines simples de Σ(P ). Si
α ∈ Σ(AM ), on note Uα le sous-groupe radiciel de U correspondant a` α. On peut
associer a` tout α ∈ Σ(AM) une coracine αˇ ∈ aM (cf. [A], section 3).
On note −aGP
′
( resp. −aGP
′
) l’ensemble des λ ∈ a′M de la forme
λ =
∑
α∈∆(P )
xαα
avec xα < 0 ( resp. xα ≤ 0).
Soit λ 7→ χλ l’application (a
′
G)C → X(G)C → 1 qui, en utilisant la
de´finition de aG, associe a` χ⊗ s, le caracte`re g 7→ |χ(g)|
s
F .
(2.5)
Le noyau est un re´seau et cela de´finit sur X(G)C une structure de varie´te´ alge´brique
complexe pour laquelle X(G)C ≃ C
∗d, ou` d = dimRaG. Pour χ ∈ X(G)C, soit λ ∈ a
′
G,C
un e´le´ment se projetant sur χ par l’application (2.5). La partie re´elle Re λ ∈ a′G est
inde´pendante du choix de λ. Nous la noterons Re χ. Si χ ∈ Hom(G,C∗), le caracte`re
|χ| appartient a` X(G). On pose Re χ = Re |χ|. De meˆme, si χ ∈ Hom(AG,C
∗), le
caracte`re |χ| se prolonge de fac¸on unique en un e´le´ment de X(G) a` valeurs dans R∗+,
que l’on note encore |χ| et on pose Re χ = Re |χ|.
Soit X(G) := {χ ∈ X(G)|Re χ = 0} l’ensemble des e´le´ments unitaires de X(G).
Les notations ainsi de´finies s’appliquent a` tous les sous-groupes de Le´vi semi-standard
de G.
On choisit K un sous-groupe compact maximal de G, dont on suppose qu’il est le
fixateur d’un point spe´cial de l’appartement associe´ a` A0 dans l’immeuble de G. Pour
le re´sultat suivant, cf. [C], Prop. 1.4.4:
Il existe une suite de´croissante de sous-groupes compacts ouverts de G,
Kn, n ∈ N, telle que pour tout n ∈ N
∗, H = Hn est normal dans K = H0
et pour tout sous-groupe parabolique standard de G, P , on a:
1) H = HU−HMHU ou` HU− = H ∩ U
−, HM = H ∩M , HU = H ∩ U.
2) Pour tout a ∈ A−M := {a ∈ AM ||α(a)|F ≤ 1, α ∈ Σ(P )}, aHUa
−1 ⊂ HU ,
a−1HU−a ⊂ KU−.
3) Le groupe HM ve´rifie 1) et 2) relativement aux sous-groupes
paraboliques de M contenant P0 ∩M .
4) La suite Hn forme une base de voisinages de l’identite´ de l’e´le´ment
neutre de G.
(2.6)
Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. On dit que H posse`de une factorisation
d’ Iwahori par rapport a` (P, P−) si 1) et 2) sont satisfaits.
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2.2 Choix des mesures
On munit G (resp. K) d’une mesure de Haar, dg, (resp. dk) telle que le volume de K
soit e´gal a` 1. Si H est un sous-groupe compact ouvert de G, on note vol(H) son volume
pour la mesure de Haar sur G. On note eH le multiple de la fonction indicatrice de H
dont l’inte´grale sur G est e´gale a` 1.
Pour tout sous-groupe ferme´, H , de G, on note dh une mesure de Haar a` gauche sur
H , dont le choix sera e´ventuellement spe´cifie´ et on note δH la fonction module de H .
Pour tout espace totalement discontinu Z, on note C∞c (Z) (resp. C(Z), resp. Cc(Z))
l’espace des fonctions localement constantes, a` support compact (resp. continues, resp.
continues a` support compact) sur Z a` valeurs dans C.
Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Alors G = PK et
le groupe M ∩ K ve´rifie relativement a` M les meˆmes proprie´te´s que K relativement
a` G. Pour g ∈ G, on choisit uP (g) ∈ U , mP (g) ∈ M , kP (g) ∈ K, de sorte que
g = uP (g)mP (g)kP (g). On note du
− la mesure de Haar sur U− telle que:
∫
U−
δP (mP (u
−))du− = 1 (2.7)
et de meˆme pour U . Il esiste une unique mesure de Haar sur M , dm, telle que pour
tout f ∈ Cc(G) on a (cf. [W], I (1.2)):
∫
G
f(g)dg =
∫
U×M×K
f(umk)δP (m)
−1dkdmdu.
∫
G
f(g)dg =
∫
U×M×U−
f(umu−)δP (m)
−1dudmdu−.
(2.8)
Soit f une fonction continue sur K et invariante a` gauche par K ∩ P . Alors (cf. par
exemple [K], ch. V, section 6, conse´quence 7, pour la version re´elle):
∫
K
f(k)dk =
∫
U−
f(kP (u
−))δP (mP (u
−))du−, (2.9)
ou` l’inte´grale du membre de droite est absolument convergente. En particulier si f est
une fonction continue sur G telle que f(umg) = δP (m)f(g) pour u ∈ U,m ∈M, g ∈ G,
on a: ∫
K
f(k)dk =
∫
U−
f(u−)du−. (2.10)
ou` l’inte´grale du membre de droite est absolument convergente.
On fixe la mesure de Haar de masse totale 1 sur AG ∩K et sur X(AG), qui s’identifie
au dual unitaire de AG/AG ∩K. On fixe sur AG/AG ∩K la mesure de Haar duale de
celle sur X(AG). Des mesures ainsi choisies, on de´duit une mesure sur AG, note´e daG.
L’homomorphisme de restriction de´termine un morphisme surjectif deX(G) surX(AG).
On fixe sur X(G) une mesure de Haar telle que ce morphisme pre´serve localement les
mesures de Haar choisies.
On choisit un ensemble de repre´sentants dans K, WG, du quotient du normalisateur
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de M0 dans G par son centralisateur, W
G
, qui existe parce que K est le fixateur d’un
point spe´cial de l’appartement associe´ a` A0. On le choisit de telle sorte qu’il contienne
l’e´le´ment neutre de G, qu’on notera 1G ou seulement 1 s’il n’y a pas de confusion. On
munit a0 d’une norme euclidienne invariante par l’action naturelle de W
G
sur a0.
Si x ∈ G et Y est une partie de G, on notera x.Y := {xyx−1|y ∈ Y }.
De meˆme si H est un sous-groupe de G, et (σ, E) est une repre´sentation
de H , on notera xσ la repre´sentation de x.H dans xE := E de´finie par
xσ(xhx−1) = σ(h), h ∈ H .
On rappelle que le dual d’un espace vectoriel V est note´ V ′. Si T est
une application line´aire entre deux espaces vectoriels complexes, on note
T t sa transpose´e. Si (σ, E) est une repre´sentation de H , on note σ′ la
repre´sentation de H dans E ′ de´finie par σ′(h) = σ(h−1)t, h ∈ H .
On notera aussi, pour toute application de´finie sur H , f , on de´finit:
(λ(h)f)(h′) = f(h−1h′), (ρ(h)f)(h′) = f(h′h), h, h′ ∈ H.
(2.11)
2.3 Repre´sentations induites
Les repre´sentations lisses de G et de ses sous-groupes ferme´s seront toujours a` coeffi-
cients complexes.
Si (pi, V ) est une repre´sentation lisse de G, on note pi′ (resp. pˇi) la repre´sentation con-
tragre´diente de G dans le dual alge´brique, V ′, ( resp. lisse, Vˇ ) de V .
Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Si (σ, E) est une
repre´sentation lisse de M , on l’e´tend en une repre´sentation de P triviale sur U . Soit
χ ∈ X(M)C. On note Eχ l’espace de la repre´sentation σ ⊗ χ, qu’on notera σχ, et on
note iGPEχ l’espace des fonctions v de G dans E, invariantes a` droite par au moins un
sous-groupe compact ouvert de G et telles que v(mug) = δP (m)
1/2σχ(m)f(g) pour tout
m ∈M , u ∈ U , g ∈ G. On note iGPσχ la repre´sentation de G dand i
G
PEχ par translations
a` droite. On note iKP∩KE l’espace des fonctions v de K dans E, invariantes a` droite par
un sous-groupe compact ouvert de K et telles que f(pk) = σ(p)f(k) pour tout k ∈ K
et p ∈ P ∩ K. La restriction des fonctions a` K de´termine un isomorphisme de iGPEχ
sur iKP∩KE. On notera i
G
Pσχ la repre´sentation de G dans i
K
P∩KE de´duite de i
G
Pσχ par
transport de structure. Cette repre´sentation sera appele´e la re´alisation compacte de
iGPσχ dans cet espace inde´pendant de χ. Si v ∈ i
K
P∩KE, on note vχ l’e´le´ment de i
G
PEχ
dont la restriction a` K est e´gale a` v.
Si σ est unitaire, on munit iKP∩KE du produit scalaire de´fini par:
(v, v′) =
∫
K
(v(k), v′(k))dk, v, v′ ∈ iKP∩KE. (2.12)
Alors, muni de ce produit scalaire, la repre´sentation i
G
Pσχ est unitaire pour χ unitaire et
par conse´quent, par transport de structure, iGPσχ e´galement. On a alors, graˆce a` (2.10):
(vχ, v
′
χ) =
∫
U−
(vχ(u
−), v′χ(u
−))du−. (2.13)
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3 Fonctionnelles de Whittaker tempe´re´es, terme
constant faible
3.1 Fonctions et fonctionnelles de Whittaker
Soit U0 le radical unipotent de P0. Soit ψ un caracte`re unitaire lisse de U0 non de´ge´ne´re´,
i.e. tel que pour toute racine P0-simple de A0, α, sa restriction au sous-groupe radiciel
(U0)α soit non triviale.
On note C∞(U0\G,ψ) l’espace des fonctions de Whittaker lisses surG, i.e. des fonctions,
f , sur G, invariantes a` droite par un sous-groupe compact ouvert de G et telles que:
f(u0g) = ψ(u0)f(g), g ∈ G, u0 ∈ U0.
On note C∞c (U0\G,ψ) l’espace des e´le´ments de C
∞(U0\G,ψ) qui sont a` support compact
modulo U0.
Si (pi, V ) est une repre´sentation lisse de G, on note Wh(pi, U0) ou Wh(pi) l’espace des
formes line´aires, ξ, sur V telles que:
〈ξ, pi(u0)v〉 = ψ(u0)〈ξ, v〉, v ∈ V, u0 ∈ U0.
Si pi est de longueur finie, Wh(pi) est de dimension finie (cf.[BuHen], The´ore`me 4.2)
et [D3] pour une autre de´monstration). Notez que si le groupe n’est pas quasi-
de´ploye´, cette dimension n’est pas toujours infe´rieure ou e´gale a` 1, comme explique´
dans l’introduction de [BuHen].
Si v ∈ V , on note cξ,v le coefficient ge´ne´ralise´ de´fini par:
cξ,v(g) := 〈ξ, pi(g)v〉, g ∈ G. (3.1)
C’est un e´le´ment de C∞(U0\G,ψ).
3.2 Rappel sur le terme constant des fonctions de Whittaker
On note, pour ε > 0,
A−0 (ε) := {a ∈ A0||α(a)|F ≤ ε, α ∈ ∆(P0)} et A
−
0 = A
−
0 (1).
M−0 (ε) := {m ∈M0|〈α,H0(m)〉 ≤ log ε, α ∈ ∆(P0)} et M
−
0 =M
−
0 (1).
Comme dans [D3], Lemme 3.1, on voit que:
Pour tout sous-groupe compact ouvert H de G, il existe un sous-
groupe compact ouvert de G, H ′, contenu dans H , tel que pour toute
repre´sentation lisse de G, (pi, V ), tout ξ ∈ Wh(pi) et tout v ∈ V H on ait:
〈ξ, pi(a)v〉 = 〈eH′ξ, pi(a)v〉, a ∈ A
−
0
ou` eH′ξ est l’e´le´ment de Vˇ de´finit par 〈eH′ξ, v〉 := 〈ξ, pi(eH′)v〉, v ∈ V , ce
qui se re´e´crit:
cξ,v(a) = ceH′ξ,v(a), a ∈ A
−
0 .
(3.2)
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On rappelle (cf. [D3], Lemme 5.4):
Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. Il existe C > 0 tel que,
pour tout f ∈ C∞(U0\G,ψ), invariante a` droite par H , f(a) = 0 si
|aα|F > C pour au moins un e´le´ment α de ∆(P0), i.e. pour a e´le´ment
du comple´mentaire de A−0 (C).
(3.3)
Ceci implique
Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. Il existe a0 ∈ A0 tel que
pour tout f ∈ C∞(U0\G,ψ) invariante a` droite par H , la restriction de
ρ(a0)f a` A0 est a` support dans A
−
0 .
(3.4)
Soit I un sous-ensemble fini de K tel que K ⊂ IH et soit F0 un sous-ensemble fini
de M0 tel que G = U0A0F0K. Appliquant (3.3) aux translate´es a` droite de f par les
e´le´ments de F0I, on en de´duit:
Il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ C∞(U0\G,ψ) invariante a` droite par
H , f est a` support dans U0M
−
0 (C)K
(3.5)
Rappelons la caracte´risation du terme constant des e´le´ments de C∞(U0\G,ψ) et des
fonctionnelles de Whittaker. Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de
G. Avec les notations ci-dessus, on note (piP , VP ) le produit tensoriel entre, d’une part
la repre´sentation de M dans le quotient de V par le M-sous-module engendre´ par les
pi(u)v−v, u ∈ U, v ∈ V , et d’autre part la repre´sentation deM sur C donne´e par δ
−1/2
P .
On note, pour v ∈ V , jP (v) ou vP sa projection naturelle dans VP .
Soit ΘP l’ensemble des e´le´ments de ∆(P0) qui sont racines de A0 dans l’alge`bre de Lie
de M . On note, pour ε > 0:
A−0 (P,< ε) := {a ∈ A
−
0 ||α(a)|F < ε, α ∈ ∆(P0) \ΘP}.
D’apre`s [D3] The´ore`me 3.4, Remarque 3.5 et Proposition 3.6, on dispose d’une unique
application line´aire Wh(pi) 7→ Wh(piP ), ξ → jP−(ξ), note´e aussi ξ 7→ ξP pour plus de
commodite´, qui ve´rifie:
Pour tout sous-groupe compact ouvert H de G, il existe εH > 0,
inde´pendant de P , avec les proprie´te´s suivantes:
Pour toute repre´sentation lisse (pi, V ) et ξ ∈ Wh(pi), on a:
δ
1/2
P (a)〈ξP , piP (a)vP 〉P = 〈ξ, pi(a)v〉, a ∈ A
−
0 (P,< εH), v ∈ V
H .
(3.6)
Le terme constant le long de P d’un e´le´ment f de C∞(U0\G,ψ) a e´te´ de´fini dans [D3],
De´finition 3. C’est un e´le´ment fP de C
∞(U0 ∩M\M,ψ) tel que:
δ
1/2
P (a)fP (a) = f(a), a ∈ A
−
0 (P,< εH). (3.7)
L’application f 7→ fP est un morphisme de P -modules entre C
∞(U0\G,ψ)
et C∞(U0 ∩M\M,ψ), ou` P agit par repre´sentation re´gulie`re droite sur
le premier espace et M (resp. U) agit par repre´sentation re´gulie`re droite
tensorise´e par δ
1/2
P (resp. trivialement) sur le second.
(3.8)
Soit (pi, V ) une repre´sentation lisse de G et ξ ∈ Wh(pi). On a (cf. [D3], Proposition
3.13) :
(cξ,v)P = cξP ,vP , v ∈ V. (3.9)
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3.3 Fonctions et fonctionnelles de Whittaker tempe´re´es ou de
carre´ inte´grable
Suivant [W], section I.1, on fixe un plongement alge´brique τ de G dans GLn(F ) tel
que τ(K) ⊂ GLn(O) ou` O est l’aneau des entiers de F . Si (ai,j) (resp. bi,j ) sont les
coefficients de la matrice τ(g) (resp. τ(g)−1) on note ‖g‖ = supi,jsup(|ai,j|F , |bi,j|F ).
On pose
σ(g) = log‖g‖, (3.10)
ou` l’on a souligne´ σ pour e´viter la confusion avec les repre´sentations.
On introduit la fonction Ξ d’Harish-Chandra (cf. [W] section II.1) et l’espace de
Schwartz-Harish-Chandra C(G) (cf. [W], section III.6).
Pour g ∈ G, on note δ0(g) ( resp. m0(g), etc..) au lieu de δP0(g) (resp. mP0(g), etc..).
On note C(U0\G,ψ) l’espace des e´le´ments f de C
∞(U0\G,ψ) tels que pour tout d ∈ N:
νd(f) := supg∈Gδ
1/2
0 (m0(g))
−1(1 + |H0(m0(g))|)
d|f(g)| <∞. (3.11)
Pour tout sous-groupe compact, H , de G, on note C(U0\G,ψ)
H, l’espace des f ∈
C(U0\G,ψ) invariantes a` droite par H , que l’on munit de la topologie de´finie par les νd.
Montrons:
C∞c (U0\G,ψ)
H est dense dans C(U0\G,ψ)
H . (3.12)
En effet soit f ∈ C(U0\G,ψ). D’ape`s (3.5), il existe C > 0 tel que f a son support
contenu dans U0M
−
0 (C)K. Notons, pour n ∈ N
∗, un l’indicatrice de l’ensemble compact
Un := {m ∈ M0| − logn ≤ 〈α,H0(m)〉 ≤ log C, α ∈ ∆(P0)}. Il existe une constante C
′
tellle pour tout n ∈ N∗:
‖H0(m)‖ > C
′log n,m ∈M−0 (C) \ Un.
On en de´duit :
νd(f − unf) ≤ (1 + C
′log n)νd+1(f).
Donc (unf) est une suite d’e´le´ments de C
∞
c (U0\G,ψ) qui converge vers f dans
C(U0\G,ψ)
H .
On munit C(U0\G,ψ) de la topologie limite inductive des C(U0\G,ψ)
H .
On dit que f ∈ C∞(U0\G,ψ) est tempe´re´e si il existe d ∈ N telle que:
supg∈Gδ0(m0(g))
−1(1 + ‖H0(m0(g))‖)
−d|f(g)| <∞.
(3.13)
On note Cw(U0\G,ψ) l’espace vectoriel des fonctions tempe´re´es. Muni de l’action
re´gulie`re droite c’est un G-module lisse.
D’apre`s la premie`re formule de (2.8), il existe un entier d ∈ N tel que∫
U0\G
δ0(m0(g))(1 + ‖H0(m0(g))‖)
−ddg <∞. (3.14)
Donc:
Si f0 ∈ C
w(U0\G,ψ) et f ∈ C(U0\G,ψ), ff0 est e´le´ment de L
1(U0\G)
et l’application f 7→
∫
U0\G
f(g)f0(g)dg est une forme line´aire continue sur
C(U0\G,ψ).
(3.15)
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Soit (pi, V ) une repre´sentation admissible de G et ξ ∈ Wh(pi). On dit que ξ est
tempe´re´e si l’espace A(ξ) forme´ des cξ,v, v ∈ V est contenu dans C
w(U0\G,ψ). On
note Aw(U0\G,ψ) la re´union des A(ξ), lorsque pi de´crit les repre´sentations lisses ad-
missibles de G et ξ de´crit les fonctionnelles de Whittaker tempe´re´es de pi. Montrons
que:
Un e´le´ment f de Cw(U0\G,ψ) appartient a` A
w(U0\G,ψ) si et seulement
si f est ZB(G)-finie, ou` ZB(G) le centre de Bernstein de G.
(3.16)
En effet, comme tout vecteur d’un module admissible est ZB(G)-fini, la partie seule-
ment si est claire. Supposons maintenant que f ∈ Cw(U0\G,ψ) est ZB(G)-finie. Alors
le G-module, (pi, V ), engendre´ par f sous la repre´sentation re´gulie`re droite est un mod-
ule de longueur finie (cf. [D4], Lemme 2) , donc admissible. La mesure de Dirac en
l’e´le´ment neutre fournit un e´le´ment ξ de Wh(pi) et cξ,f = f . Donc f ∈ A
w(U0\G,ψ)
Ceci ache`ve de prouver la partie si de notre affirmation.
Soit (pi, V ) une repre´sentation admissible de G. Pour χ ∈ Hom(AG,C
∗) on pose:
Vχ = {v ∈ V |Il existe d ∈ N tel que (pi(a)− χ(a))
dv = 0, a ∈ AG}.
Si ξ ∈ Wh(pi), on note ξχ la restriction de ξ a` Vχ. On appelle exposant de pi (resp.
ξ) un caracte`re χ tel que Vχ (resp. ξχ) soit non nul. On note Exp(pi) (resp. Exp(ξ))
l’ensemble des exposants de pi (resp. ξ).
Une fonctions mesurable, f , sur G telle que f(ug) = χ(u)f(g) pour u ∈ U0 et g ∈ G,
et telle que :
‖f‖2 :=
∫
U0\G
|f(g)|2dg
sera dite fonction de Whittaker de carre´ inte´grable. L’espace des classes modulo
l’e´quivalence presque partout de fonctions de Whittaker de carre´ inte´grable de´finit un
espace de Hilbert, L2(U0\G,ψ), sur lequel G agit unitairement et continument par la
repre´sentation re´gulie`re droite ρ.
Soit (pi, V ) une repre´sentation lisse admissible de G admettant un caracte`re central uni-
taire et ξ ∈ Wh(pi). On dit que ξ (resp. pi) est de carre´ inte´grable si pour tout v ∈ V ,
cξ,v est de carre´ inte´grable modulo AGU0\G ( resp. pour tout v ∈ V et vˇ e´le´ment du
dual lisse Vˇ de V , le coefficient lisse cvˇ,v est de carre´ inte´grable sur AG\G).
3.4 Crite`re pour les fonctionnelles de Whittaker tempe´re´es ou
de carre´ inte´grable
Proposition 1 Soit (pi, V ) une repre´sentation lisse admissible de G et ξ ∈ Wh(pi).
Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(i) ξ est de carre´ inte´grable (resp. tempe´re´e)
(ii) pour tout sous-groupe parabolique standard P =MU de G et tout χ ∈ Exp(ξP ), on
a χ ∈− aGP
′
(resp. χ ∈− aGP
′
).
(iii) pour tout sous-groupe parabolique standard maximal P = MU de G et tout χ ∈
Exp(ξP ), on a χ ∈
−
a
G
P
′
(resp. χ ∈− aGP
′
)
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De´monstration:
Le cas de carre´ inte´grable a te´te´ traite´ dans [D4], Proposition 13. Pour la tempe´rance,
on proce`de comme dans la de´monstration du crite`re analoque pour les groupes (cf. [W],
Proposition III.2.2).
Proposition 2 Soit (pi, V ) une repre´sentation lisse admissible de carre´ inte´grable
(resp. tempe´re´e) de G et ξ ∈ Wh(pi), alors ξ est de carre´ inte´grable (resp. tempe´re´e).
De´monstration:
En effet pour tout sous-groupe paraboliqsue standard, les exposants de ξP sont des
exposants de piP . Alors le corollaire re´sulte de la Proposition pre´ce´dente jointe au
The´ore`me 4.4.6 de [C] (resp. a` la Proposition III.3.2 de [W]).
Le re´sultat suivant suivant a e´te´ conjecture´ par Lapid et Mao et prouve´ dans [D4],
The`ore`me 8. Inde´pendamment Matringe ([Ma]) en a donne´ une preuve pour certains
groupes.
Soit (pi, V ) une repre´sentation lisse irre´ductible de G admettant un car-
acte`re central unitaire.
S’il existe ξ ∈ Wh(pi) de carre´ inte´grable non nulle, alors pi est de carre´
inte´grable.
(3.17)
3.5 Terme constant faible
Soit (pi, V ) une repre´sentation lisse admissible de G et ξ ∈ Wh(pi) tempe´re´e. Soit
P =MU un sous-groupe parabolique standard de G. On de´compose le module Jacquet
(piP , VP ) en une somme directe:
(piP , VP ) = (pi
w
P , V
w
P )⊕ (pi
−
P , V
−
P )⊕ (pi
r
P , V
r
P )
ou`
V wP = ⊕χ∈Exp(piP ),Reχ=0VP,χ, V
−
P = ⊕χ∈Exp(piP ),Reχ 6=0,Reχ∈−aGP
′ , VP,χ, V
r
P = ⊕χ∈Exp(piP )Reχ/∈−aGP
′VP,χ.
La Proposition 1 montre que la restriction de ξP a` V
r
P est nulle.
On appelle terme constant faible de ξ la restriction de ξP a` V
w
P . On le note ξ
w
P . Graˆce
a` la de´composition ci-dessus on pourra aussi regarder ξwP comme une forme line´aire sur
VP . De l’he´re´dite´ du terme constant (cf. [D3] , Proposition 3.16), on de´duit que ξ
w
P est
tempe´re´e.
Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. Pour toute fonction f :
AM → C, on e´crit
lima P−→−∞f(a) = 0
si et seulement si pour tous ε, η > 0, il existe R > 0 tel que pour tout a ∈ AM ve´rifiant
les conditions:
(i) 〈α,HM(a)〉 < −R pour tout α ∈ Σ(P ).
(ii) 〈α,HM(a)〉 < η〈β,HM(a)〉 pour tout α, β ∈ Σ(P ), on ait |f(a)| < ε.
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Proposition 3 (i) Soit f ∈ Aw(U0\G,ψ). Il existe un unique e´le´ment f
w
P ∈ A
w(U0 ∩
M\M,ψ) tel que, pour tout m ∈M , on ait:
lima P−→−∞δ
1/2
P f(ma)− f
w
P (ma) = 0.
On appelle fwP le terme constant faible de f le long de P .
(ii) Soit pi une repre´sentation lisse admissible de V , soit ξ un e´le´ment tempe´re´ de
Wh(pi) et v ∈ V . Soit f = cξ,v. Alors f
w
P est e´gal a` cξwP ,vP .
De´monstration:
La de´monstration est analogue a` celle du Lemme III.5.1 de [W].
Pour f ∈ Aw(U0\G,ψ), on de´finit une application f
w,ind
P : G → A
w(U0 ∩ M\M,ψ)
par fw,indP (g) = (ρ(g)f)
w
P . L’application f 7→ f
w,ind
P est un entrelacement entre la
repre´sentation re´gulie`re droite de G dans Aw(U0\G,ψ) et la repre´sentation induite
iGPA
w(U0 ∩M\M,ψ), d’apre`s (3.8).
3.6 Terme constant faible pour les fonctions de Whittaker et
les coefficients lisses de repre´sentations tempe´re´es
Lemme 1 Soit (pi, V ) une repre´sentation de longueur finie de G, P un sous-groupe
parabolique standard de G et ξ ∈ Wh(pi). Soit H un sous-groupe compact ouvert de G
et H ′ comme dans (3.2). On introduit le terme constant (resp. terme constant faible)
des coefficients lisses de repre´sentations lisses admissibles sur G (resp. et tempe´re´es)
comme dans [W], Proposition I.6.2. Si. vˇ ∈ Vˇ , on note cvˇ,v le coefficient lisse de´fini
par cvˇ,v(g) = 〈vˇ, pi(g)v〉.
Soit v ∈ V H . On a v′ := eH′ξ ∈ Vˇ et:
(cξ,v)P (a0a) = (cv′,v)P (a0a), a0 ∈ A
−
0 , a ∈ AM .
Si de plus (pi, V ) est tempe´re´e, on a:
(cξ,v)
w
P (a0a) = (cv′,v)
w
P (a0a), a0 ∈ A
−
0 , a ∈ AM .
De´monstration:
Prouvons la premie`re e´galite´. Pour a0 ∈ A
−
0 fixe´, les deux membres sont des fonctions
AM -finies qui sont e´gales sur AM∩A
−
0 (P, ε) pour ε > 0 assez petit, d’apre`s les proprie´te´s
des deux termes constants (cf. (3.7) et [W] Proposition I.4.3) joint a` l’e´galite´ (3.2). Elles
sont donc e´gales. Cela prouve la premie`re e´galite´.
Supposons maintenant (pi, V ) tempe´re´e et notons f la fonction sur AM , a 7→ cξ,v(a0a).
Comme f est AM finie, il existe (cf. [W] I.2) un ensemble fini X , un entier d tels que
pour tout χ ∈ X , il existe un polynome Pχ,f sur aM , a` coefficients complexes et de
degre´ infe´rieur ou e´gal a` d, de sorte que
f(a) =
∑
χ∈X
χ(a)Pχ,f(HM(a)).
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On peut prendre X = Exp(piP ). Comme (pi, V ) est tempe´re´e, tenant compte de la
premie`re e´galite´ du Lemme, les deux membres de la deuxie`me sont e´gaux a`
∑
χ∈Exp(piP ),Reχ=0
χ(a)Pχ,f(HM(a)).
4 Fonctionnelles de Jacquet et terme constant
faible
4.1 Fonctionnelles de Jacquet
Soit P = MU un sous-groupe parolique semi-standard. (σ, E) une repre´sentation lisse
unitaire irre´ductible de M . On note O (resp. OC) l’ensemble des classes d’e´quivalences
des repre´sentations σχ := σ ⊗ χ, χ ∈ X(M) ( resp. X(M)C) , qui est un tore compact
(resp. complexe). On appelle OC (resp. O) l’orbite inertielle (resp. orbite inertielle
unitaire) de σ. On utilise dans la suite la notion de fonction sur OC (resp. O) a`
valeurs dans un foncteur, qui de´pendent des objets concrets σχ, ou des repre´sentations
e´quivalentes (resp. unitares e´quivalentes) a` l’une de celles-ci (cf. [D4], section 2.4). On
appellera ces dernie`res objets de OC (resp. O)avec des re`gles de transformations pour
tenir compte des e´quivalences ( resp. e´quivalences unitaires) de repre´sentations. On
dispose de la notion de fonction polynomiale, rationnelle (cf. l.c.).
On note queWh(σχ) :=Wh(σχ, U0∩M) est inde´pendant de χ ∈ X(M), car χ est trivial
sur U0 ∩M . Par restriction des fonctions a` K, les repre´sentations i
G
Pσχ admettent une
re´alisation dans un espace inde´pendant de χ, la re´alisation compacte.
Soit P =MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G, P− =MU−
le sous-groupe parabolique oppose´ relativement a` M . On note (σ, E) une
repre´sentation lisse de longueur finie de M .
Il y a un unique isomorphisme entre Wh(σ) → Wh(iGPσ) note´ η 7→
ξ(P, σ, η) (Rodier [R], Casselman-Shalika [CS], Shahidi [Sh], Proposition
3.1) tel que, pour tout v ∈ iGPE a` support contenu dans PP
−:
〈ξ(P, σ, η), v〉 =
∫
U−
〈η, v(u−)〉ψ(u−)−1du−, η ∈ Wh(σ).
De plus (cf. [D4], The´ore`me 1), pour tout v dans l’espace de la re´alisation
compacte et η ∈ Wh(σ), 〈ξ(P, σχ, η), v〉 est polynomiale en χ ∈ X(M).
(4.1)
On de´finit les fonctionnelles de Jacquet pour un sous-groupe parabolique semi-standard
de G, P = MU , par transport de structure. Celles-ci ne seront qu’un outil pour les
preuves et n’apparaitront pas dans la formule de Plancherel.
On rappelle que WG de´signe un ensemble de repre´sentants dans K du groupe de Weyl,
W
G
, de G par rapport a` M0. Si M est un sous-groupe de Le´vi d’un sous-groupe
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parabolique semi-standard de G, P , on note WM = WG ∩M qui est un ensemble de
repre´sentants dans M de W
M
. La longueur des e´le´ments de W
G
est de´termine´e par le
choix de P0.
On suppose en outre ici P anti-standard. Il existe un ensemble de repre´sentants de
W
G
/W
M
, WM , dans W
G
tel que (cf. [War], Proposition 1.1.2.13):
Tout e´le´ment w de W
G
s’e´crive sous la forme wMw
M , avec wM ∈ WM ,
wM ∈ W
M
, et tel que la longueur de w soit e´gale a` la somme des longueurs
de wM et w
M .
(4.2)
Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. On
notera wP ou parfois seulement w, s’il n’y a pas d’ambiguite´, l’e´le´ment
wP de G tel que w
−1
P ∈ W
G, P ′ = wP .P soit anti-standard et tel que
w−1P repre´sente l’e´le´ment du groupe de Weyl de longueur minimum dans
w−1P W
M ′
= W
M
w−1P . L’unicite´ de wP re´sulte du fait que deux sous-groupes
paraboliques anti-standard de G conjugue´s sont e´gaux.
(4.3)
Soit (σ, E) une repre´sentation lisse de M . On dispose de l’isomorphisme λ(w) : iGPE 7→
iGw.PwE entre les repre´sentations i
G
Pσ et i
G
w.Pwσ qui a` v associe vw, ou` vw(g) = v(w
−1g)
pour g ∈ G. Notons, que comme w ∈ K, pour v ∈ iKP∩KE et tout χ ∈ X(M), la
restriction de λ(w)vχ a` K est e´gale a` λ(w)v. On voit aussi que si σ est unitaire, λ(w)
est unitaire.
On de´finit:
Wh(P, σ) :=Wh(wPσ),
ξ(P, σ, η) := ξ(wP .P, wPσ, η) ◦ λ(wP ), η ∈ Wh(P, σ).
On a:
Wh(iGPσ) = {ξ(P, σ, η)|η ∈ Wh(P, σ)}
(4.4)
On de´finit les inte´grales de Jacquet par:
EGP (σ, η ⊗ v) = cξ,v ∈ C
∞(U0\G,ψ),
ou` ξ = ξ(P, σ, η), η ∈ Wh(P, σ), v ∈ iGPE, ce qui, par biline´arite´ permet de de´finir
EGP (σ, φ) pour φ ∈ Wh(P, σ⊗ i
G
PE). On notera souvent plus simplement E
G
P (φ) au lieu
de EGP (σ, φ). De (4.4 ), on de´duit l’e´galite´:
EGP (σ, η ⊗ v) = E
G
wP .P
(wPσ, η ⊗ λ(wP )v), v ∈ i
G
PE, η ∈ Wh(P, σ). (4.5)
On suppose que P est anti-standard. Soit (σ1, E1) une repre´sentation de M e´quivalente
a` (σ, E) et soit T est un ope´rateur d’entrelacement bijectif entre σ et σ1. On note T
t
l’application line´aire de Wh(σ1) dans Wh(σ) de´duite de T par transposition. On note
indT l’ope´rateur d’entrelacement induit de T . Alors, il re´sulte du Lemme 4 (iii) de
[D4]:
EGP (σ, T
tη1 ⊗ v) = E
G
P (σ1, η1 ⊗ (indT )v), v ∈ i
K
P∩KE, η ∈ Wh(σ1). (4.6)
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4.2 Rappel sur les inte´grales d’entrelacement et les matrices
B
On introduit les inte´grales d’entrelacement, comme dans [W], The`ore`me IV. 1.1, avec
un changement de notation toutefois. On en rappelle ci-dessous certaines proprie´te´s.
Soit P =MU , P ′ =MU ′ deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G de sous-
groupe de Le´vi M . Soit OC l’orbite inertielle d’une repre´sentation lisse irre´ductible de
M .
Il existe une fonction rationnelle de´finie sur OC, A(P
′, P, .) a` valeurs dans
HomG(i
G
P ., i
G
P ′.) avec les proprie´te´s suivantes:
Pour tout (σ, E) objet deOC, il existe R ∈ R tel que, pour tout χ ∈ X(M)C
ve´rifiant 〈Reχ, α〉 > R pour tout α ∈ Σ(P ) ∩ Σ(P ′−), on ait:
〈(A(P ′, P, σχ)v)(g), eˇ〉 =
∫
U∩U ′\U ′
〈v(u′g), eˇ〉du′, v ∈ iGPVχ, eˇ ∈ Eˇ,
l’inte´grale e´tant absolument convergente.
Si σ est tempe´re´e, on peut prendre R = 0 (cf. [W], Proposition IV. 2.1)
(4.7)
La rationalite´ s’entend dans le sens suivant:
Il existe une fonction polynoˆme sur X(M)C non nulle, b, telle que pour
tout v ∈ iKK∩PV , l’application qui a` χ ∈ X(M)C satisfaisant la condition
ci-dessus associe la restriction a` K de b(χ)A(P ′, P, σχ)(vχ) est a` valeurs
dans un espace vectoriel de dimension finie de iKP∩KE et se prolonge de
fac¸on polynomiale en χ ∈ X(M)C (cf. [W], The´ore`me IV.1.1) .
(4.8)
Il existe une application rationnelle sur OC a` valeurs dans C, j, telle que pour tout
sous-groupe parabolique semi-standard de G, P , de sous-groupe de Le´vi M , on ait (cf.
[W], IV.3.(1)):
Pour σ objet de OC tel que A(P, P
−, σ)A(P−, P, σ) soit de´fini, cet
ope´rateur est l’homothe´tie de rapport j(σ).
(4.9)
On a (cf. [W] IV.3 (3)):
Si w ∈ WG, j(wσ) = j(σ). (4.10)
D’autre part on obtient facilement un analogue de [W] IV.1 (11) pour les adjoints des
inte´grales d’entrelacement.
D’apre`s [W] Lemme V.2.1 et IV. 3 (6), on a:
On suppose que O est l’orbite inertielle unitaire d’une repre´sentation
irre´ductible de carre´ inte´grable. Alors la fonction j est positive ou nulle sur
O et non identiquement nulle sur O. On notera µ la fonction rationnelle
sur O, j−1. On notera parfois plus pre´cise´ment µG au lieu de µ, jG au lieu
de j.
(4.11)
Si α est e´le´ment de l’ensemble Σred(P ) des racines re´duites de Σ(P ), on note Aα la
composante neutre du noyau de α dans AM et Mα le centralisateur de Aα. On note
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jα(σ)au lieu de j
Mα.
D’apre`s [W] IV.3 (4), si P, P ′, P ′′ sont des sous-groupes paraboliques semi-standard de
G de sous-groupe de Le´vi M , on l’e´galite´ de fonctions rationnelles sur O:
A(P ′′, P ′, σ)A(P ′, P, σ) = j(P ′′, P ′, P, σ)A(P ′′, P, σ),
ou` j(P ′′, P ′, P, σ) est le produit des jα(σ) pour α ∈ Σred(P ) ∩ Σred(P
′′) ∩
Σred(P
′−).
(4.12)
On a aussi:
Pour α ∈ Σred(P ), les points ou` l’application rationnelle sur X(M)C, χ 7→
jα(σχ), a un poˆle ou un ze´ro sont de la forme χ = χλ avec λ e´le´ment d’un
nombre fini d’hyperplans de (a′M)C de la forme 〈λ, αˇ〉 = c.
Les points ou` l’application rationnelle sur X(M)C, χ 7→ A(P
′, P, σχ) a
un poˆle ou bien ou` A(P ′, P, σχ) n’est pas inversible sont de la forme χ =
χλ avec λ e´le´ment d’un nombre fini d’hyperplans de (a
′
M)C de la forme
〈λ, αˇ〉 = c, avec α ∈ Σ(P ′) ∩ Σ(P−)(cf. [H], p. 393).
(4.13)
Par transport de structure, on a, pour x ∈ G, normalisant M0:
λ(x)A(P ′, P, σ) = A(x.P ′, x.P, xσ)λ(x). (4.14)
et:
Si α est une racine re´duite de Σ(P ), w ∈ WG, alors:
jα(σ) = jwα(wσ).
(4.15)
Les inte´grales d’entrelacement transforment les fonctionnelles de Jacquet en des fonc-
tionnelles de Jacquet, ce qui permet d’introduire les matrices B (cf. [D4], section 5.2):
Soit O l’orbite inertielle d’une repre´sentation lisse irre´ductible de M . Il
existe une unique application rationnelle de´finie sur O, B(P, P ′, .) a` valeurs
dans HomC(Wh(P
′, .),Wh(P, .)) telle que l’on ait l’e´galite´ de fonctions
rationnelles sur O:
ξ(P ′, σ, η) ◦ A(P ′, P, σ) = ξ(P, σ, B(P, P ′, σ)η), η ∈ Wh(P ′, σ).
La fonction rationnelle sur X(M), χ 7→ B(P, P ′, σχ) n’a de poˆles qu’en des
points ou l’application χ 7→ A(P ′, P, σχ) a un poˆle.
(4.16)
La rationalite´ a ici le sens suivant:
Soit σ un objet de O. Pour tout χ ∈ X(M)C, Wh(P, σχ) = Wh(P, σ), et, avec les
notations de (4.7), pour tout η ∈ Wh(P ′, σ), la fonction χ 7→ b(χ)B(P, P ′, σχ)η est une
fonction polynomiale sur X(M)C a` valeurs dans Wh(P, σ).
D’apre`s (4.13) et (4.16), on a:
Les points ou` l’application rationnelle sur X(M)C, χ 7→ B(P, P
′, σχ) a un
poˆle sont de la forme χ = χλ avec λ e´le´ment d’un nombre fini d’hyperplans
de (a′M)C de la forme 〈λ, αˇ〉 = c, avec α ∈ Σ(P
′) ∩ Σ(P−).
(4.17)
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La relation qui de´finit B(P ′, P, σ) comme fonction sur O est la suivante:
Soit (σ, E), (σ1, E1) deux objets de O e´quivalents et T un entrelacement
bijectif entre σ et σ1. La transpose´e de T , T
t, de´termine une bijection
entre Wh(P, σ1) et Wh(P, σ) d’une part, Wh(P
′, σ1) et Wh(P
′, σ) d’autre
part et l’on a:
B(P, P ′, σ1) = (T
t)−1B(P, P ′, σ)T t.
(4.18)
4.3 Terme constant faible des fonctionnelles et inte´grales de
Jacquet tempe´re´es
Soit P = MU et P ′ = M ′U ′ deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G. On
note
W(M ′|G|M) = {s ∈ WG|s.M ⊂M ′}.
On surligne pour indiquer l’image dans le groupe de Weyl. Soit
W (M ′|G|M) :=W
M ′
\W(M ′|G|M).
On remarque que
W (M ′|G|M) :=W
M ′
\W(M ′|G|M)/W
M
.
Ceci permet de choisir un ensemble de repre´sentants W (M ′|G|M) deW (M ′|G|M) dans
WG tel que:
Pour s ∈ W (M ′|G|M), s est de longueur minimum dansW
M ′
s qui contient
sW
M
.
(4.19)
De plus, en utilisant un sous-groupe parabolique standard conjugue´ a` P , x.P , on voit
graˆce a` [War], Proposition 1.2.1.10, que
W (M ′|G|M) est un ensemble de repre´sentants d’un sous-ensemble de
P ′\G/P .
(4.20)
Soient P, P ′ deux sous-groupes paraboliques anti-standard de G et soit
s ∈ W (M ′|G|M). Alors, avec les notations de (4.3), ws.P = s
−1.
(4.21)
De´finition 1 SoitM le sous-groupe de Le´vi contenantM0 d’un sous-groupe parabolique
semi-standard de G et (σ, E) une repre´sentation lisse irre´ductible de carre´ inte´grable de
M . On dit que σ est G-re´gulie`re si:
1) Pour tout s ∈ W (M |G|M) avec s 6= 1, les repre´sentations sσ et σ sont non
e´quivalentes.
2) Si P, P ′ sont des sous-groupes paraboliques de G ayant M pour sous groupe de Le´vi,
les applications rationnelles sur X(M)C, χ 7→ A(P, P
′, σχ), χ 7→ B(P, P
′, σχ) n’ont pas
pas de poles en χ = 1 et leurs valeurs en 1 sont des ope´rateurs inversibles.
3) La repre´sentation iGPσ est irre´ductible.
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On remarque que:
Si (σ, E) une repre´sentation lisse irre´ductible de carre´ inte´grable de M ,
l’ensemble des χ ∈ X(M)C tel que σχ soit G-re´gulie`re est un ouvert de
Zariski non vide de X(M)C et si σ est unitaire, l’ensemble des χ ∈ X(M)
tels que σχ soit G-re´gulie`re est Zariski-dense dans X(M)C.
(4.22)
Soit P =MU , P ′ =M ′U ′ deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G. On
introduit, pour s ∈ W (M ′|G|M), les sous-groupes paraboliques de G:
Ps = (M
′ ∩ s.P )U ′, P˜s = (M
′ ∩ s.P )U ′−. (4.23)
Soit (σ, E),une repre´sentation lisse irre´ductible de carre´ inte´grable de M , G-re´gulie`re
de M . Posons (pi, V ) = (iGPσ, i
G
PE). On de´finit une application α:
α : V → ⊕s∈W (M ′|G|M)i
M ′
M ′∩s.PsE, v 7→ (vs)s∈W (M ′|G|M).
par
vs(m
′) = δ
−1/2
P ′ (m
′)(A(Ps, s.P, sσ)λ(s)v)(m
′), m′ ∈M ′.
D’apre`s [W], de´but de la preuve de la Proposition V.1.1, on a:
L’application α se factorise en un isomorphisme de M ′-modules entre V wP ′
et l’espace d’arrive´e, qui est une somme de M ′-modules irre´ductibles non
e´quivalents, re´duite a` ze´ro si W (M ′|G|M) est vide. On identifie dans la
suite V wP ′ a` l’aide de α avec l’image cet isomorphisme.
(4.24)
Soit η ∈ Wh(P, σ). Comme λ(s) entrelace iGPσ et i
G
s.P sσ, d’apre`s (4.4), il
existe un unique sη ∈ Wh(s.P, sσ) tel que:
ξ(s.P, sσ, sη) = ξ(P, σ, η) ◦ λ(s−1).
(4.25)
The´ore`me 1 Soit P (resp. P ′) un sous-groupe parabolique semi-standard (resp. stan-
dard) de G. Soit σ comme ci-dessus.
(i) Pour s ∈ W (M ′|G|M), on a Wh(P˜s, sσ) = Wh(M
′ ∩ s.P, sσ).
(ii)Soit η ∈ Wh(P, σ). On note ξ = ξ(P, σ, η). Alors, dans l’isomorphisme ci-dessus,
ξwP ′ qui est un e´le´ment du dual de VP ′, est nul si W (M
′|G|M) est vide et sinon e´gal a`
(ξs)s∈W (M ′|G|M), avec:
ξs = ξ(M
′ ∩ s.P, sσ, B(P˜s, s.P, sσ)sη),
l’expression e´tant bien de´finie graˆce a` (i).
(iii) Si P est anti-standard, sη = η.
De´monstration:
On proce`de comme dans la preuve du The´ore`me 3 de [D4]. (i) est entie`rement semblable
a` celle de (i) du l.c.
(ii) Si W (M ′|G|M) est vide, V wP ′ est re´duit a` ze´ro, donc ξP ′ est nul. Ceci prouve la
premie`re assertion de (ii).
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On suppose maintenant que W (M ′|G|M) est non vide. On e´crit:
ξP ′ = (ξs)s∈W (M ′|G|M),
ou` ξs est de la forme:
ξs = ξ(M
′ ∩ s.P, sσ, ηs), pour un e´le´ment ηs de Wh(M
′ ∩ s.P, sσ). (4.26)
ll s’agit donc de montrer:
ηs = B(P˜s, s.P, sσ)sη. (4.27)
a) Montrons d’abord:
Supposons P semi-standard et P− ⊂ P ′. Alors η1G = η. (4.28)
On proce`de comme dans la preuve du The´ore`me 3 (ii) de [D4]. Cela conduit a` l’e´galite´,
pour v ∈ V a` support dans PP ′ = P ′−P ′:
cξP ′ ,vP ′ (a) = 〈ξ(P ∩M
′, σ, η), σ−(a)v1G〉, a ∈ AM ′ ,
ou` σ− = iM
′
P∩M ′σ. Comme σ
− est unitaire, on en de´duit que:
cξw
P
,vw
P
(a) = 〈ξ(P ∩M ′, σ, η), σ−(a)v1G〉, a ∈ AM .
Evaluant en 1, on en de´duit:
〈ξP ′, vP ′〉 = 〈ξ(P ∩M
′, σ, η), v1G〉.
Tenant compte de [D4], (7.12) et (7.13), on en de´duit a).
b) La fin de la de´monstration du The´ore`me est alors identique a` celle du The´ore`me 3
de [D4].
Soit P ′ = M ′U ′ un sous-groupe parabolique semi-standard de G, P = MU ⊂ M ′
un sous-groupe parabolique semi-standard de M ′ et soit Q = PU ′. Soit (σ, E) une
repre´sentation lisse irre´ductible de M . De l’application:
EM
′
P : Wh(P, σ)⊗ i
M ′
P E → C
∞(U0 ∩M
′\M ′, ψ),
se de´duit, par fonctorialite´ de l’induction et l’identification canonique de iGP ′(i
M ′
P E) avec
iGQE, une application:
EP
′
P :Wh(P, σ)⊗ i
G
QE → i
G
P ′C
∞(U0 ∩M
′\M ′, ψ).
Si φ est un e´le´ment de Wh(P, σ)⊗ iGQE, on le regarde comme fonction sur G a` valeurs
dans Wh(P, σ) ⊗ E. On a un isomorphisme de G-modules entre iGQE et i
G
P ′(i
M ′
P σ).
L’e´valuation en l’e´le´ment neutre dans la deuxie`me re´alisation de iGQE, donne lieu a` une
application, note´e rM ′, de i
G
QE dans i
M ′
P E. Soit v ∈ i
G
QE. On a (cf. [D4], (7.21)):
ρ(m′)rM ′(v) = δ
−1/2
P ′ (m
′)rM ′(ρ(m
′)v). (4.29)
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On note encore rM ′ l’application de Wh(P, σ)⊗ i
G
Q) dans Wh(P, σ)⊗ i
M ′
M ′∩PE obtenue
par tensorisation de l’identite´ de Wh(P, σ) avec rM ′ . On a:
[EP
′
P (φ)(1)](m
′) = [EM
′
P (rM ′φ)](m
′), m′ ∈M ′. (4.30)
De plus, si P =M ′, iM
′
M ′E s’identifie naturellement a` E. Avec cette identification on a:
(EP
′
M ′φ)(g) = E
M ′
M ′ (φ(g)) (4.31)
Proposition 4 Soit P = MU(resp. P ′ = M ′U ′) un sous-groupe parabolique anti-
standard (resp. standard) de G, σ une repre´sentation lisse irre´ductible unitaire de
carre´ inte´grable G-re´gulie`re de M .
Si s ∈ W (M ′|G|M), on note C(s, P ′, P, σ) l’application line´aire de Wh(P, σ) ⊗ iGPE
dans Wh(P˜s, sσ)⊗ i
G
PssE de´finie par:
C(s, P ′, P, σ) = B(P˜s, s.P, sσ)⊗ (A(Ps, s.P, sσ)λ(s)).
Alors, pour φ ∈ Wh(P, σ) ⊗ iGPE, E
G
P (φ)
ind
P ′ = 0 si W (M
′|G|M) est vide et sinon,
avec l’identification de iGPssE avec i
G
P ′(i
M ′
M ′∩s.PsE) et celle de Wh(P˜s, sσ) avec Wh(M
′∩
s.P, sσ) (cf. The´ore`me 1, (i)), on a:
EGP (φ)
w,ind
P ′ =
∑
s∈W (M ′|G|M)
EP
′
M ′∩s.P (C(s, P
′, P, σ)φ),
EGP (φ)
w
P ′ =
∑
s∈W (M ′|G|M)
EM
′
M ′∩s.P (rM ′(C(s, P
′, P, σ)φ)), φ ∈ Wh(P, σ)⊗ iGPE.
De´monstration:
Les deux membres de la premie`re e´galite´ sont des fonctions surG×M ′. Par e´quivariance,
on se re´duit a` de´montrer l’e´galite´ en (1, m′) pour tout φ et tout m′ ∈M ′. Cette e´galite´
se re´duit, graˆce a` (4.30), a` la seconde. Graˆce a` (3.8 ) et (4.29), on se re´duit a` prouver
l’e´galite´ e´value´e en 1. On peut se limiter a` de´montrer l’e´galite´ pour φ = η ⊗ v, pour
η ∈ Wh(σ), v ∈ iGPE. Alors, avec les notations du The´ore`me pre´ce´dent:
EGP ′(φ)P (1) =
∑
s∈W (M ′|G|M)
〈ξs, vs〉.
En utilisant la de´finition de ξs et vs, ce The´ore`me montre la deuxie`me e´galite´ e´value´e
en 1.
5 Transformation de Fourier-Whittaker
5.1 De´finition de la transforme´e de Fourier-Whittaker
Lemme 2 On suppose que (pi, V ) est une repre´sentation lisse de carre´ inte´grable et
irre´ductible de G. Alors:
(i) Il existe un unique produit scalaire hermitien sur Wh(pi) tel que:∫
AGU0\G
cξ,v(g)cξ′,v′(g)dg = (ξ, ξ
′)(v, v′), ξ, ξ′ ∈ Wh(pi), v, v′ ∈ V.
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ou` l’inte´grale est absolument converente d’apre`s la Proposition 2.
(ii) Si χ est un caracte`re unitaire non ramifie´ de G, le produit scalaire sur Wh(piχ) =
Wh(pi), ne de´pend pas de χ.
(iii) Si T est un ope´rateur d’entrelacement unitaire avec une autre repre´sentation
lisse unitaire irre´ductible de carre´ inte´grable de G, (pi1, V1), l’ope´rateur transpose´ T
t
de´termine un ope´rateur unitaire entre Wh(pi) et Wh(pi1).
De´monstration:
(i) Il s’agit d’une simple application du Lemme de Schur.
(ii) re´sulte imme´diatement de la caracte´risation du produit scalaire.
(iii) est imme´diat.
On appliquera ces notations aux sous-groupes de Le´vi de G.
Proposition 5 (i) Soit P =MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et O
l’orbite inertielle unitaire d’une repre´sentation lisse de carre´ inte´grable et irre´ductible
de M . Soit (σ, E) un objet de O. On munit Wh(P, σ) du produit scalaire de´fini graˆce
au Lemme 2 et a` la de´finition de Wh(P, σ). Par tensorisation avec le produit scalaire
d’induite unitaire de iGPσ, on en de´duit un produit scalaire sur Wh(P, σ)⊗ i
G
PE.
Soit f ∈ C(U0\G,ψ). Il existe un unique e´le´ment, fˆ(P, σ) de Wh(P, σ)⊗ i
G
PE tel que:
(fˆ(P, σ), φ) =
∫
U0\G
f(g)EGP (σ, η ⊗ v)(g)dg, φ ∈ Wh(P, σ)⊗ i
G
PE. (5.1)
l’inte´grale du membre de droite e´tant convergente d’apre`s la Proposition 2 et (3.15).
(ii) Soit σ1 une repre´sentation unitaire e´quivalente a` σ de M et T un ope´rateur
d’entrelacement unitaire entre σ et σ1. On note indT l’ope´rateur d’entrelacement induit
de T , qui est unitaire. Alors on a:
fˆ(P, σ1) = ((T
t)−1 ⊗ indT )fˆ(P, σ), (5.2)
ce qui de´finit fˆ(P, σ) comme fonction sur O a` valeurs dans Wh⊗ iGP .
(iii) Soit P = MU ,P ′ = M ′U ′ deux sous-groupes paraboliques antistandard de G et
s ∈ W (M ′|G|M). Alors, pour (σ, E) objet de O:
fˆ(s.P, sσ) = (Id⊗ λ(s))fˆ(P, σ).
(iv) Soit (σ, E) objet de O. Soit f ∈ C∞c (U0\G,ψ) et g ∈ G. On a:
(Id⊗ ρ(g))fˆ(P, σ) = (ρ(g)f )ˆ(P, σ).
De´monstration:
(i) Pour f fixe´, le second membre de (5.1) de´finit une forme antiline´aire sur Wh(P, σ)⊗
iGPE. Il est clair que si f est invariante a` droite par un sous-groupe ouvert compact
H de G, celle-ci est invariante par H . Par le The´ore`me de repre´sentation de Riesz, en
dimension finie, on en de´duit (i).
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(ii) La relation (5.2) re´sulte de la de´finition de fˆ en (i) et de (4.6).
(iii) re´sulte de (4.5).
(iv) re´sulte de l’e´galite´ ρ(g)EGP (σ, η ⊗ v) = E
G
P (σ, η ⊗ ρ(g)v), qui est une conse´quence
imme´diate de la de´finition des inte´grales de Jacquet.
On appellera fˆ la transforme´e de Fourier-Whittaker de f , ou plus simplement sa trans-
forme´e de Fourier.
Remarque 1 Nous avons de´ja` de´fini dans [D4] une transformation de Fourier-
Whittaker pour les fonctions C∞c en utilisant les repre´sentations cuspidales de M au
lieu des repre´sentations de carre´ inte´grable. Ces deux transformations sont diffe´rentes.
Nous nous excusons aupre`s du lecteur de cet abus de terminologie.
5.2 Majorations des de´rive´es d’inte´grales de Jacquet
On introduit l’espace C∞(O,Wh⊗ iGP ) des fonctions C
∞ sur O a` valeurs dans Wh⊗ iGP .
Pour tout sous-groupe compact ouvert, H , de K on note C∞(O,Wh⊗iGP )
H l’espace des
fonctions C∞ H-invariantes par l’action re´gulie`re droite de H . Si (σ, E) est un objet de
O, cet espace s’identifie a` un sous-espace ferme´ C∞(X(M),Wh(σ)⊗ (iK,K∩PE)
H muni
de la topologie de´duite de la topologie naturelle sur C∞(X(M)) . On ve´rifie aise´ment
que cette topologie ne de´pend pas du choix de σ. On note C∞(O,Wh⊗ iGP ) la re´union
des espaces C∞(O,Wh ⊗ iGP )
H lorsque H varie et on le munit de la topologie induite
limite inductive.
On de´finit une repre´sentation lisse de G sur C∞(O,Wh ⊗ iGP ), ρ•, telle que pour tout
φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ) et σ objet de O:
(ρ•(g)φ)(σ) = (Id⊗ ρ(g))φ(σ), g ∈ G.
Si H est comme ci-dessus et g ∈ G, ρ•(g) est un ope´rateur continu entre C
∞(O,Wh⊗
iGP )
H et C∞(O,Wh⊗ iGP )
H′, ou` H ′ = g.H ∩K.
On note Pol(O,Wh ⊗ iGP ) le sous-espace de C
∞(O,Wh ⊗ iGP ) forme´ des applications
polynomiales.
Lemme 3 On fixe H comme ci-dessus et on choisit H ′ comme dans (3.2). Si (σ, Eσ)
est un objet de O, on de´finit une application pH′ deWh(σ)⊗i
G
PEσ dans
ˇiGPEσ⊗i
G
PEσ, qui
a` η⊗ v associe eH′ξ(P, σ, η). Utilisant (4.1), on voit que cela une application continue,
note´e encore pH′ de C
∞(O,Wh ⊗ iGP )
H dans C∞(O, iˇGP ⊗ i
G
P )
H′×H , ou` on munit cet
espace d’une topologie analogue a` celle de C∞(O,Wh⊗iGP )
H . Pour φ′ ∈ C∞(O, iˇGP⊗i
G
P ),
soit EGP (φ
′(σ)) la combinaison line´aire de coefficients lisses de iGPσ associe´e a` φ
′(σ) ∈
ˇiGPEσ ⊗ i
G
PEσ. On a:
Pour σ objet de O, les restrictions a` A−0 de E
G
P (φ(σ)) et E
G
P ((pH′φ)(σ))
sont e´gales.
(5.3)
De´monstration:
Cela re´sulte de (3.2).
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Lemme 4 Soit φ ∈ C∞(O,Wh⊗iGP ). Alors pour tout sous-groupe parabolique standard,
P ′ =M ′U et m′ ∈M ′ les applications σ 7→ (EGP (φ(σ)))P ′(m
′) et σ 7→ (EGP (φ(σ)))
w
P ′(m
′)
sont C∞ sur O.
De´monstration:
D’apre`s (3.8) et une proprie´te´ analogue pour le terme constant faible, il suffit de prouver
les assertions du Lemme pour m′ = 1. On suppose que φ est invariante a` droite par un
sous-groupe compact ouvert de G, H . On utilise le Lemme pre´ce´dent. On conclut gaˆce
a` l’anlague de notre Lemme pour les coefficients lisses (cf. [W] Lemme VI.2.1).
Lemme 5 Soit w une fonction strictement positive sur G, invariant a` gauche par U0.
On suppose que pour tout g0 ∈ G, il existe une constante Cg0 > 0 telle que:
w(gg−10 ) ≤ Cg0w(g), g ∈ G.
(i) Soit D un ope´rateur diffe´rentiel a` coefficients C∞ sur O. On suppose que pour tout
φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ), il existe C
′ > 0 telle que pour tout a ∈ A−0 et tout σ objet de O:
|w(a)D(EGP (φ(σ))(a))| ≤ C
′.
Alors, pour tout φ ∈ C∞(O,Wh ⊗ iGP ), il existe C > 0 telle que pour tout g ∈ G, σ
objet de O:
|w(g)D(EGP (φ(σ))(g))| ≤ C.
(ii) Soit f 7→ fφ un entrelacement entre C
∞(O,Wh⊗ iGP ) et C
∞(U0\G,ψ). On suppose
que tout sous-groupe compact ouvert H de G il existe une semi-norme continue sur
C∞(O,Wh⊗ iGP )
H , p′, tel que ,
|w(a)f(a)| ≤ p′(φ), a ∈ A−0 , φ ∈ C
∞(O,Wh⊗ iGP )
H .
Alors il existe une semi-norme continue sur C∞(O,Wh⊗ iGP )
H , p, tel que:
|w(g)f(g)| ≤ p(φ), g ∈ G, φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP )
H .
De´monstration:
Prouvons (ii), la preuve de (i) e´tant similaire.
Pour f ∈ C∞(U0\G,ψ), on note:
ν(f) = Supg∈G|w(g)f(g)|, ν
′(f) = Supa∈A0 |w(a)f(a)|, ν
′
−(f) = Supa∈A−
0
|w(a)f(a)|.
Soit H un sous-groupe compact ouvert de G contenu dans K. Soit I un sous-ensemble
fini de K tel que IH = K et soit F0 un sous-ensemble fini deM0 tel que G = U0A0F0K.
Il nous faut majorer ν(fφ). D’apre`s l’hypothe`se sur w, la de´finition de I et F0, et la
proprie´te´ d’entrelacement de l’application φ 7→ fφ, il existe C > 0 tel que pour tout
e´le´ment, φ, de C∞(O,Wh⊗ iGP ) invariant par H on ait:
ν(fφ) ≤ CSupf0∈F0,i∈Iν
′(fρ•(f0i)φ)). (5.4)
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D’apre`s (3.4), il existe a0 ∈ A tel que pour tout φ, f0, i comme ci-dessus, la restriction
a` A0 de ff(ρ(f0ia0)φ est a` support dans A
−
0 .
Mais d’apre`s les proprie´ts de w, on a:
ν ′(f) ≤ Ca0ν
′(ρ(a0)f), f ∈ C
∞(U0\G,ψ).
Tenant compte de la proprie´te´ de a0, on a :
ν(fφ) ≤ CCa0Supf0∈F0,i∈Iν
′
−(fρ•(f0ia0)φ), φ ∈ C
∞(O,Wh⊗ iGP )
H .
ll existe un sous-groupe compact ouvert de G, H1 tel que pour tout φ ∈ C
∞(O,Wh⊗iGP )
invariant par H , tout f0 ∈ F0, i ∈ I, ρ(f0ia0)φ est invariant par H1. D’ape`s l’hypothe`se,
on en de´duit qu’il existe une semi-norme continue p′ sur C∞(O,Wh⊗ iGP ) telle que:
ν(f) ≤ p′(ρ(fia0)φ), φ ∈ C
∞(O,Wh⊗ iGP )
H .
En tenant compte de la continuite´ des ope´rateurs ρ•(g), on en de´duit le re´sultat.
Lemme 6 (i) Soit D un ope´rateur diffe´rentiel sur O, φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iG,P ). Il existe
d ∈ N et C > 0 tel que:
|(D(EGP (φ(σ))(g)))| ≤ δ
1/2
0 (m0(g))(1 + ‖H0(m0(g))‖)
d, g ∈ G, σ ∈ O
De´monstration:
On choisit un sous-groupe ouvert compact de G, H , fixant φ et H ′ comme dans (3.2).
On utilise les notations du Lemme 3. D’apre`s [D1], Lemme 6, et [W] Lemme II.1.1, il
existe d ∈ N et C > 0 tel que:
|(1 + ‖H0(a)‖)
−dδ
−1/2
0 (a)(E
G
P (pH′φ(σ)))| ≤ C, a ∈ A0, σ ∈ O (5.5)
On introduit la fonction w sur G par w(g) = |(1 + ‖H0(m0(g))‖)
−dδ
−1/2
0 (m0(g)). Mon-
trons que :
w ve´rifie les hypothe`ses du Lemme 5. (5.6)
Soit g0 ∈ G. Il suffit de voir qu’il existe un sous-ensemble compact de M0, Ω, tel
que pour tout g ∈ G, m0(gg0) ∈ m0(g)Ω. L’ensemble {m0(kg0)|k ∈ K} est un sous-
ensemble compact de M0 qui a les propre´te´s voulues. Alors la combinaison de (5.5) et
des Lemmes 3 et 5 (i) conduit au re´sultat voulu.
Remarque 2 Soit (σ, E) un objet de O, η ∈ Wh(σ) et v ∈ iKK∩PE. Soit D un ope´rateur
diffe´rentiel a` coefficients C∞ sur X(M). Pour χ ∈ X(M)u, on note vχ l’e´le´ment de
iGP (Eχ) dont la restriction a` K est e´gale a` v. On de´montre, de manie`re similaire au
Lemme pre´ce´dent, qu’il existe d ∈ N et C > 0 telle que:
|(D(EGP (η ⊗ vχ)(g))| ≤ δ
1/2
0 (m0(g))(1 + ‖H0(m0(g))‖)
d, g ∈ G, χ ∈ X(M).
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Soit f un e´le´ment de Aw(U0\G,ψ). On note, pour P
′ sous-groupe parabolique standard
de G:
f+P ′ := fP ′ − f
w
P ′. (5.7)
Lemme 7 Avec les notations ci-dessus, pour tout φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ), il existe ε > 0
et C > 0 tels que:
(EGP (φ(σ)))
+
P ′(a) ≤ Ce
−ε‖H0(a)‖, a ∈ AM ′ ∩ A
−
0 .
De´monstration:
On suppose que φ est invariante a` droite par un sous-groupe compact ouvert de G, H .
On utilise le Lemme 3 et ses notations. Alors d’apre`s le Lemme 1, on a:
(EGP (φ(σ)))
+
P ′(a) = (E
G
P (pH′φ(σ)))
+
P ′(a), a ∈ A
−
0 ,
ou` dans le membre de droite on utilise les notations de [W] pour les coefficients lisses.
Alors le lemme Lemme VI.2. 3 de l.c. conduit au re´sultat voulu car, avec les notations
de celui-ci, ΞM(a) = 1 pour a ∈ AM ′ .
5.3 Premie`res proprie´te´s de la transforme´e de Fourier-
Whittaker
Soit P = MU un sous groupe parabolique anti-standard de G et O l’orbite inertielle
d’une repre´sentation lisse irre´ductible et de carre´ inte´grable de M .
Proposition 6 Soit (σ, E) objet de O. Soit f ∈ C(U0\G,ψ), g ∈ G.
(i) On a: (ρ•(g)fˆ)(P, σ) = (ρ(g)f )ˆ(P, σ).
(ii) On rappelle que Wh(σ) ⊗ iGPE est muni du produit scalaire obtenu par produit
tensoriel du produit scalaire sur Wh(σ) et sur iGPE. Si f, f
′ ∈ C∞(U0\G,ψ) et
f ′ ∈ C∞(U0\G,ψ), sont tels que ff
′ est inte´grable sur U0\G, on pose (f, f
′)G =∫
U0\G
f(g)f ′(g)dg. Alors:
(f, EGP (φ))G = (fˆ(P, σ), φ), φ ∈ Wh(σ)⊗ i
G
PE.
De´monstration:
(i) est une reformulation de la Proposition 5 (iv) et (ii) re´sulte imme´diatement de la
de´finition de fˆ .
Proposition 7 On retient les notations pre´ce´dentes. Pour f ∈ C(U0\G,ψ) on note
fˆP,O, la restriction de fˆ(P, .) aux objets de O.
(i)Alors fˆP,O est un e´le´ment de C
∞(O,Wh⊗ iGP ).
(ii) De plus l’application f 7→ fˆP,O est continue de C(U0\G,ψ) dans C
∞(O,Wh⊗ iGP ).
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De´monstration:
(i) On utilise la de´finition de C∞(O,Wh⊗ iGP ) (cf. section 5.2). Avec les notations de
la Remarque 2, il suffit de voir que, pour σ objet de O, v ∈ iKK∩Pσ, η ∈ Wh(σ) et D
ope´rateur diffe´rentiel a` coefficients C∞ sur X(M), l’application χ→ (fˆP,O(σχ), η ⊗ vχ)
est C∞. Mais d’apre`s la Proposition pre´ce´dente:
(fˆP,O(σχ), η ⊗ vχ) =
∫
U0\G
f(g)EGP (η ⊗ vχ)(g)dg.
La remarque 2 et la de´finition de C(U0\G,ψ) permettent d’utiliser le The´ore`me de
de´rivation sous le signe somme pour achever de prouver (i).
(ii) Soit H un sous-groupe compact ouvert. Toujours en utilisant le The´ore`me de
de´rivation sous le signe somme, on obtient une majoration de |D(fˆP,O(σχ), η ⊗ vχ)|
par une semi-norme continue de C(U0\G,ψ)
H e´value´e en f . Ceci ache`ve de prouver la
continuite´ voulue.
6 Paquets d’ondes et leurs transforme´es de Fourier-
Whittaker
6.1 Paquets d’ondes dans l’espace de Schwartz
Proposition 8 Soit O l’orbite inertielle unitaire d’une repre´sentation lisse irre´ductible
de carre´ inte´grable de M . On fixe sur X(M) la mesure de Haar de masse totale 1.
On munit O d’une mesure X(M)-invariante et telle que pour tout objet de O, (σ, E),
l’application de X(M) dans O, qui a` χ associe [σχ], pre´serve localement les mesures.
Si φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ), on de´finit fφ ∈ C
∞(U0\G,ψ) par:
fφ(g) :=
∫
O
µ(σ)EGP (φ(σ))(g)dσ, g ∈ G
qu’on appellera paquet d’ondes de φ.
(i) On a, pour g ∈ G, ρ(g)fφ = fρ•(g)φ.
(ii) De plus fφ est e´le´ment de C(U0\G,ψ). L’application φ 7→ fφ de C
∞(O,Wh ⊗ iGP )
dans C(U0\G,ψ) est continue.
De´monstration:
(i) est imme´diat.
Montrons (ii). On pose:
νd,A−
0
(f) = supa∈A−
0
δP0(a)
−1(1 + ‖HM0(a)|)
d‖f(a)|, f ∈ C∞(U0\G,ψ).
D’apre`s le Lemme 5 (ii), il suffit, pour tout sous-groupe compact ouvert, H , de G, de
majorer νd,A−
0
(fφ) pour φ ∈ C
∞(O,Wh⊗ iGP )
H :
On va montrer que la restriction de fφ a` A
−
0 coincide avec la restriction d’un paquet
d’ondes sur le groupe ( cf [W] VI.13). On utilise les notations et le re´sultat du Lemme
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3. Dans [W], section VI.3, les paquet d’ondes de coefficients lisses de repre´sentations
de G ont e´te´ de´finis. D’apre`s le Lemme 3, on a:
Pour σ ∈ O, les restrictions a` A−0 de E
G
P (φ(σ)) et E
G
P ((pH′φ)(σ)) sont
e´gales.
(6.1)
D’ou` l’on de´duit:
Les restrictions de fφ et fpH′φ a` A
−
0 sont e´gales, (6.2)
ou` dans le second membre, il s’agit des paquets d’ondes de [W]. D’apre`s [W], Proposition
VI.3.1, l’application φ′ 7→ fφ′ est une application continue de C
∞(O, (iˇGP⊗i
G
P )
H′×H′) dans
l’espace de Schwartz de G, ce qui conduit notamment a` une majoration de νd,A−
0
(fφ′).
Joint a` la continuite´ de l’application φ 7→ pH′φ et a` (6.2), on conclut a` une majoration
de νd(fφ), ou` νd a e´te´ de´inie en (3.11). Ceci ache`ve de prouver la Proposition.
Remarque 3 Soit σ un objet de O, η ∈ Wh(σ) et v ∈ iKK∩Pσ. Pour χ ∈ X(M), on
note vχ l’e´le´ment de i
G
P (σ ⊗ χ) dont la restriction a` K est e´gale a` v. On de´montre
de manie`re similaire a` la Proposition que, pour tout φ ∈ C∞(O), Φ =
∫
X(M)
EGP (η ⊗
vχ)φ(χ)dχ est un e´le´ment de C(U0\G,ψ) et que l’application φ → Φ est continue de
C∞(O) dans C(U0\G,ψ).
6.2 Transformation unipotente et transforme´e de Fourier-
Whittaker
Lemme 8 Soit P =MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G.
(i) Il existe C > 0 tel que:
((1 + σ(u)) ≤ C(1 + ‖H0(m0(u)‖), u ∈ U. (6.3)
(ii) Il existe d ∈ N tel que l’inte´grale:
∫
U
δ
1/2
0 (m0(u))(1 + ‖H0(m0(u)‖)
−ddu
soit absolument convergente.
De´monstration:
(i) re´sulte de [W], Lemme II.3.4, utilise´ pour P0, de sorte que U est contenu dans U
−
0 ,
et I.1(6).
(ii) re´sulte alors du Lemme II.4.2 de [W].
Lemme 9 Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G, (σ, E) une
repre´sentation lisse irre´ductible et de carre´ inte´grable de M .
Soit ε > 0. On note
X(M)ε : {χ = χ′δεP |χ
′ ∈ X(M)}.
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Soit v ∈ iKP∩KE.
(i) Il existe C > 0 tel que:∫
U−
|〈η, vχ(u
−)〉|du− ≤ C, χ ∈ X(M)ε.
(ii) Pour χ ∈ X(M)ε, on a:
〈ξ(P, σχ, η), vχ〉 =
∫
U−
ψ(u−)−1〈η, vχ(u
−)〉du−
ou` l’inte´grale est absolument convergente.
Commencons par de´montrer (i). On a:
〈η, vχ(u
−)〉 = χ(mP (u
−))δ
1/2
P (mP (u
−))〈η, σ(mP (u
−)v(k(u−))〉, u− ∈ U−. (6.4)
Soit P ′0 = (P0 ∩M)U . C’est un sous-groupe parabolique minimal semi-standard de G
de sous-groupe de Le´vi M0. D’apre`s le Lemme 2, η est tempe´re´e. Tenant compte de
(3.13 ) et de l’e´galite´ mP0∩M(mP (u
−)) = mP ′
0
(u−), on voit qu’il existe C ′ > 0 et d′ ∈ N
tels que pour tout k ∈ K et m ∈M :
〈η, σ(mP (u
−))v(k)〉 ≤ C ′δ
1/2
P0∩M
((mP ′
0
(u−))(1 + ‖H0(mP ′
0
(u−))‖)d
′
. (6.5)
Par ailleurs, par exponentiation de la premie`re ine´galite´ du Lemme II.3.4 de [W], on
voit qu’il existe C1, C
′
1 > 0 tels que:
δP (mP (u
−))ε ≤ C1e
−C′
1
(1+σ(u−)), u− ∈ U−.
Donc:
Pour tout d′′ ∈ N, il existe C ′′ > 0 tel que
δP (mP (u
−))ε ≤ C ′′(1 + σ(u−))−d
′′
, u− ∈ U−.
(6.6)
Utilisant (6.5), (6.6) et le Lemme 8 (i), en y remplac¸ant P0 par P
′
0 et U par U
−, on voit
que pour tout d ∈ N, il existe C > 0 tel que pour tout χ = χ′δεP , χ
′ ∈ X(M), u ∈ U−:
|〈η, vχ(u
−)〉| ≤ Cδ
1/2
P0∩M
(mP ′
0
(u−))(1 + ‖H0(mP ′
0
(u−))‖)−d.
On remarque que, d’une part :
δP ′
0
(m0) = δP0∩M(m0)δP (m0), m0 ∈M0,
et d’autre part:
m0(mP (u
−)) = mP ′
0
(u−), δP (mP (u
−)) = δP (mP ′
0
(u−)).
Donc
δP ′
0
(mP ′
0
(u−)) = δP0∩M(m0(mP (u
−))δP (mP (u
−)).
De l’ine´galite´ pre´ce´dente, de (6.4) et du Lemme 8 (ii), applique´ a` P ′0 au lieu de P0 et
U− au lieu de U , on de´duit (i).
Alors le second membre de l’e´galite´ de (ii) de´finit un e´le´ment de Wh(iGPσ). Celui-ci est
e´gal a` ξ(P, σ, η) d’apre`s (4.1).
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Proposition 9 (i) Si f ∈ C(U0\G,ψ) et P = MU est un sous-groupe parabolique
anti-standard de G, on de´finit:
fP (m) = δ
1/2
P (m)
∫
U
f(mu)du, m ∈M,
l’inte´grale e´tant absolument convergente.
(ii) On appelle fP la transforme´e unipotente de f relativement a` P . Soit H un sous-
groupe ouvert compact de G. Soit d comme dans le Lemme 8 (ii). Il existe une semi-
norme continue, p, sur C(U0\G,ψ)
H telle que:
‖fP (m)‖ ≤ p(f)δ
1/2
P0∩M
(m0(m))(1 + ‖H0(m0(m))‖)
d, m ∈M.
De´monstration:
Soit f ∈ C(U0\G,ψ). Soit d comme dans le Lemme 8 (ii). D’apre`s (3.11), on a:
|f(mu)| ≤ νd(f)δ
1/2
P (m)δ
1/2
0 (m0(mu))(1 + ‖H0(m0(mu)‖)
−d, m ∈M,u ∈ U.
Donc
fP (m) ≤ νd(f)I(m),
ou`:
I(m) =
∫
U
δ
1/2
P (m)δ
1/2
0 (m0(mu))(1 + ‖H0(m0(mu)‖)
−ddu.
On voit que I(m) est invariante a` droite par K ∩M , en changeant u en kuk−1 pour
k ∈ K ∩ M . Pour majorer I(m), on peut se ramener a` m = u1m1 avec m1 ∈ M0,
u1 ∈ U0. On voit imme´diatement qu’alors m0(mu) = m0(m)m0(u). Donc
δP (m)δ0(m0(mu)) = δP0∩M(m0(m))δ0(m0(u)), u ∈ U. (6.7)
On pose X = H0(m0(m)), Y = H0(m0(u)), Z = H0(m0(mu)). On a Y = Z − X .
L’ine´galite triangulaire implique (1 + ‖Z‖)(1 + ‖X‖) ≥ 1 + ‖Y ‖. On en de´duit:
(1 + ‖H0(m0(mu))‖)
−d ≤ (1 + ‖H0(m0(u))‖)
−d(1 + ‖H0(m0(m))‖)
d. (6.8)
Tenant compte de (6.8), et de (6.7), on en de´duit:
I(m) ≤ δ
1/2
P0∩M
(m0(m))(1 + ‖H0(m0(m))‖)
d
∫
U
δ
1/2
0 (m0(u))(1 + ‖H0(m0(u))‖)
−ddu.
L’inte´grale, I, du membre de droite e´tant convergente d’apre`s le Lemme 8, on a:
|fP (m)| ≤ Iνd(f)δ
1/2
P0∩M
(m0(m))(1 + ‖H0(m0(m))‖)
d, m ∈M.
Ceci ache`ve de prouver le Lemme.
On de´finit fP,ind par:
fP,ind(g,m) = (ρ(g)f)P (m), g ∈ G,m ∈M. (6.9)
Alors fP,ind ∈ iGPC
∞(U0 ∩M\M,ψ).
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Proposition 10 Soit P =MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G, (σ, E)
une repre´sentation lisse irre´ductible de carre´ inte´grable de M . Soit f ∈ C(U0\G,ψ) tel
que pour tout g ∈ G, fP,ind(g) est e´le´ment de C(U0 ∩M\M,ψ). Alors:
fˆ(P, σ)(g) = (fP,ind(g))ˆ(M,σ), g ∈ G,
e´galite´ qu’on re´e´crit:
fˆ(P, σ) = (fP,ind)ˆ(M,σ).
De´monstration:
Soit v ∈ iKK∩PE, η ∈ Wh(σ) et φ ∈ C
∞(X(M)). Pour χ ∈ X(M), on note vχ l’e´le´ment
de iGPEχ dont la restriction a` K est e´gale a` v. Soit
I :=
∫
X(M)
(fˆ(P, σχ), η ⊗ vχ)φ(χ)dχ,
l’inte´grale e´tant convergente d’apre`s la Proposition 7 (i). On utilise la Proposition 6
(ii) et la Remarque 2 pour utiliser le The´ore`me de Fubini et en de´duire:
I = (f,
∫
X(M)
EGP (η ⊗ vχ)φ(χ)dχ)G, (6.10)
c’est a` dire:
I =
∫
U0\G
f(g)
∫
X(M)
〈ξ(P, σχ, η), iGPσ(g)vχ〉φ(χ)dχdg.
On suppose maintenant que φ e´le´ment de l’espace Pol(O) des fonctions polynomiales
sur O et que f est a` support compact modulo U0. Soit ε > 0. On peut remplacer
l’inte´grale sur X(M) par l’inte´grale sur X(M)ε, car fˆ(P, σχ) est polynomiale (cf. la
preuve de la Proposition 5 (i) de [D4] qui s’adapte ici). D’apre`s [D4], (8.19), on a:
Soit Ω un sous-ensemble compact modulo l’action a` gauche de U0. Il existe
une fonction continue a` support compact sur G telle pour tout g ∈ Ω,∫
U0
τ(ug)dg = 1.
(6.11)
Appliquant ceci au support de f et reprenant le calcul de I, on trouve:
I =
∫
G
f(g)τ(g)
∫
X(M)ε
〈ξ(P, σχ, η), iGPσ(g)vχ〉φ(χ)dχdg.
D’apre`s le Lemme 9, pour χ ∈ X(M)ε, on a:
〈ξ(P, σχ, η), i
G
Pσχ(g)vχ〉 =
∫
U−
ψ(u−)−1〈η, vχ(u
−g)〉du−, (6.12)
ou` l’inte´grale est absolument convergente et pour tout g ∈ G:
∫
X(M)ε
∫
U−
|ψ(u−)−1〈η, vχ(u
−g)〉|du− < +∞. (6.13)
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Donc:
I =
∫
G
τ(g)f(g)
∫
X(M)ε
∫
U−
ψ(u−)−1〈η, vχ(u−g)〉φ(χ)du
−dχdg.
L’application τf est une application continue sur G, a` support compact. Ce support
est donc contenu dans un nombre fini de H-classes a droite, ou` H est un sous-groupe
compact ouvert de G fixant v. Il re´sulte de (6.13) que le The´ore`me de Fubini s’applique
et l’inte´grale sur G × X(M)ε × U− est absolument convergente. Il en ira de meˆme
des inte´grales suivantes car elles sont obtenues graˆce au The´ore`me de Fubini ou par un
changement de variable.
En utilisant l’e´galite´ f(u−g) = ψ(u−)f(g) et le fait que ψ est unitaire, on a:
I =
∫
X(M)ε
∫
U−
∫
G
τ(g)f(u−g)〈η, vχ(u−g)〉φ(χ)dgdu
−dχ.
On change g en u−g dans l’inte´grale inte´rieure:
I =
∫
X(M)ε
∫
U−
∫
G
τ((u−)−1g)f(g)〈η, vχ(g)〉φ(χ)dgdu
−dχ.
Tenant compte de l’invariance a` droite par U0 ∩M de f(g)〈η, vχ(g)〉, on obtient:
I =
∫
X(M)ε
∫
U−
∫
U0∩M\G
∫
U0∩M
τ((u−)−1u0g)f(g)〈η, vχ(g)〉φ(χ)du0dgdhdχ.
Transformant la succession des inte´grales sur U− et U0 ∩M en une inte´grale sur U0 et
en utilisant les proprie´te´s de τ (cf. (6.11)), on en de´duit:
I =
∫
X(M)ε
∫
U0∩M\G
f(g)〈η, vχ(g)〉φ(χ)dgdχ.
Utilisant la formule inte´grale (2.8) et tenant compte du fait que vχ est invariante a`
gauche par U , il s’ensuit que I est e´gal a`:
∫
X(M)ε
∫
U×(U0∩M\M)×K
f(umk)〈η, vχ(mk)〉φ(χ)δ
−1
P (m)dudmdkdχ.
Mais on a:
〈η, vχ(mk)〉 = δ
1/2
P (m)E
M
M (σχ, η ⊗ vχ(k))(m)
et ∫
U
f(umk)du = δ
1/2
P (m)[f
P,ind(k)](m).
Donc les fonctions modules disparaissent et l’on a, graˆce a` une utilisation du The´ore`me
de Fubini, rendue possible par la convergence absolue des inte´grales de´ja` mentionne´e:
I =
∫
(U0∩M\M)×K
[fP,ind(k)](m)
∫
X(M)ε
EMM (σχ, vχ(k)⊗ η)(m)φ(χ)dχdmdk.
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Par holomorphie, on a:
∫
X(M)ε
EMM (σχ, v(k)⊗ η)(m)φ(χ)dχ =
∫
X(M)
EMM (σχ, v(k)⊗ η)(m)φ(χ)dχ.
D’apre`s la Proposition 8, applique´e a` M au lieu de G et P , le premier membre de cette
e´galite´ de´finit un e´le´ment de C(U0 ∩M\M,ψ) qu’on note Φk. On a donc:
I =
∫
(U0∩M\M)×K
[fP,ind(k)](m)Φk(m)dmdk. (6.14)
D’abord, f e´tant fixe´e, d’apre`s (6.10) et la Remarque 2, l’application φ → I est une
forme line´aire continue sur C∞(O). Par ailleurs, le second membre, J , de (6.14) est
bien de´fini pour φ ∈ C∞(O), car pour tout k ∈ K, fP,ind(k) ∈ Aw(U0 ∩ M\M,ψ)
et Φk ∈ C(U0 ∩M\M,ψ). De plus l’application φ 7→ Φk est continue de C
∞(O) dans
C(U0∩M\M,ψ) d’apre`s la Remarque 3. Donc l’application φ 7→ J est une forme line´aire
continue sur C∞(O). Par densite´, l’e´galite´ (6.14) est vraie pour tout φ ∈ C∞(O). On
fixe φ ∈ C∞(O). D’apre`s (6.10) et la Remarque 2, l’application f 7→ I est continue sur
C(U0\G,ψ) . De meˆme l’application f 7→ J se prolonge en une forme line´aire continue
sur C(U0\G,ψ): cela re´sulte du fait que pour tout k ∈ K, Φk ∈ C(U0 ∩M\M,ψ) et de
la Proposition 9 (ii). Donc, par densite´ (6.14) est vrai pour tout φ ∈ C∞(O) et pour
tout f ∈ C(U0\G,ψ).
Supposons que f ve´rifie l’hypothe`se du The´ore`me. On peut alors, graˆce a` la Remarque
2, utilise´e pour M au lieu de G, appliquer le The´ore`me de Fubini pour obtenir, pour
tout φ ∈ C∞(X(M)):
∫
XM)
(fˆ(P, σχ), η⊗vχ)dχ =
∫
X(M)×U0∩M\M×K
[fP,ind(k)](m)EMM (vχ(k)⊗ η)(m)φ(σ)dmdkdχ.
Comme ceci est vrai pour tout φ ∈ C∞(X(M)), on en de´duit en particulier l’e´galite´:
(fˆ(P, σ), η ⊗ v) =
∫
K×U0∩M\M
(fP,ind(k)(m)EMM (σχ, η ⊗ v(k))(m)dkdm,
ou` on note encore v l’e´le´ment de iGPE dont la restriction a` K est e´gale a` v. D’apre`s la
de´finition de la transforme´e de Fourier-Whittaker pour M , on en de´duit:
(fˆ(P, σ), η ⊗ v) = ((fP,ind(k))ˆ, η ⊗ v).
Comme ceci est vrai pour tout v ∈ iGPE, on en de´duit:
fˆ(P, σ) = (fP,ind)ˆ(M,σ).
Ceci ache`ve la preuve de la Proposition.
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6.3 Assertion A et relations de Maass-Selberg
Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G et P ′ = MU ′ un sous-
groupe parabolique semi-standard de G de sous-groupe de Le´vi M . Soit O l’orbite
inertielle unitaire d’une repre´sentation lisse irre´ductible de carre´ inte´grable de M . On
sait (cf. [W], V.1 (11)), que l’on a l’e´galite´ de fonctions rationnelles sur O:
A(P ′, P, σ)∗ = A(P, P ′, σ). (6.15)
Nous de´montrerons plus loin (cf. The´ore`me 4), l’assertion suivante dite
Assertion A:
On a l’e´galite´ de fonctions rationnelles sur O,
B(P, P ′, σ)∗ = B(P ′, P, σ).
,
(6.16)
Proposition 11 Supposons l’assertion A vraie. Soit P =MU (resp. P ′ =M ′U ′ ) un
sous-groupe parabolique antistandard (resp. standard) de G . Soit O l’orbite inertielle
unitaire d’une repre´sentation lisse irre´ductible de carre´ inte´grable de M . Soit (σ, E) un
e´le´ment G-re´gulier de O. Soit φ ∈ Wh(σ)⊗ iGPE et s ∈ W (M
′|G|M). Alors on a:
µG(σ)‖C(s, P ′, P, σ)φ‖2 = µM
′
(sσ)‖φ‖2.
De´monstration:
On peut se limiter a` prouver l’assertion pour φ = η ⊗ v, avec η ∈ Wh(σ), v ∈ iGPE.
Alors d’apre`s la de´finition des fonctions C (cf. Proposition 4):
‖C(s, P ′, P, σ)η ⊗ v‖2 = ‖B(P˜s, s.P, sσ)η‖
2‖A(Ps, s.P, sσ)v‖
2.
D’apre`s la formule d’adjonction pour les inte´grales d’entrelacement (cf (6.15)) et
l’assertion A qu’on suppose vraie, on a:
‖B(P˜s, s.P, sσ)η‖
2 = x‖η‖2, ‖A(Ps, s.P, sσ)v‖
2 = y‖v‖2,
ou` x et y sont les scalaires tels que:
B(s.P, P˜s, sσ)B(P˜s, s.P, sσ) = xId, A(s.P, Ps, sσ)A(Ps, s.P, sσ) = yId.
On a donc:
‖C(s, P ′, P, σ)η ⊗ v‖2 = xy‖η ⊗ v‖2.
On calcule xy a` l’aide de (4.12) et de la de´finition des matrices B. On trouve, par un
calcul analogue a` celui de [W], fin de la preuve du Lemme V.2.2:
xy = µM
′
(sσ)µG(sσ)−1
puis, en utilisant (4.10):
xy = µM
′
(sσ)µG(σ)−1.
Le Lemme en re´sulte.
Nous aurons besoin du Lemme suivant.
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Lemme 10 Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie. Soit f une fonction
holomorphe sur le comple´mentaire, U , d’un nombre fini d’hyperplans d’un voisinage de
0 dans E et a` valeurs dans un espace vectoriel complexe de dimension finie. On la
suppose en outre borne´e sur U . On suppose qu’il existe une famille finie de fonctions
affines sur E, (li)i∈I , telle que le produit de f par le produit des li s’e´tende en une
fonction holomorphe, g, au voisinage de 0 dans Cn. Alors f s’e´tend en une fonction
holomorphe au voisinage de 0 dans E.
De´monstration:
On peut supposer que I a e´te´ choisi minimal et il faut montrer qu’il est alors
vide. Raisonnons par l’absurde et supposons I non vide. Soit i0 ∈ I. On note
f0 := (
∏
i∈I\{i0}
li)f . Alors f0 est holomorphe sur U et li0f0 s’e´tend en une fonction
holomorphe au voisinage de 0, a` savoir g. D’apre`s la minimalite´ de I, li0 s’annule en 0.
Choisissons des coordonne´es affines (z1, . . . , zn) telles que li0 soit e´gale a` la fonction z1.
On a:
f0(z1, . . . , zn) = z
−1
1 g(z1, . . . , zn).
Comme f0 est borne´e au voisinage de 0, on en de´duit que g s’annule dans un voisinage
de 0 sur l’hyperplan d’e´quation z1 = 0 et f0 s’e´tend en une fonction holomorphe au
voisinage de 0. Ceci contredit le fait que I est minimal. Ceci ache`ve de prouver que I
est vide.
Proposition 12 Supposons l’assertion A vraie. On note encore C(s, P ′, P, .) le pro-
longement rationnel de C(s, P ′, P, .) (cf. Proposition 4) a` OC. Avec les notations de la
Proposition pre´ce´dente, l’application σ 7→ µG(σ)µM
′
(sσ)−1C(s, P ′, P, σ) est holomorphe
au voisinage de O.
De´monstration:
Soit (σ, E) objet de O et φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ). Graˆce a` (4.13), (4.12) et (4.17), on peut
appliquer le Lemme pre´ce´dent a` la fonction de´finie sur le comple´mentaire d’un nombre
fini d’hyperplans affines de (a′M)C:
λ 7→ µG(σ ⊗ χλ)µ
M ′(s(σ ⊗ χλ))
−1C(s, P ′, P, σ ⊗ χλ)φ(σ ⊗ χλ)
dont les valeurs sont de norme constante, d’apre`s la Proposition 11. La Proposition en
re´sulte.
Proposition 13 Soient P = MU , P ′ = M ′U ′ des sous-groupes paraboliques anti-
standard de G tels que M et M ′ soient conjugue´s, s ∈ W (M ′|G|M)et soit OC l’orbite
inertielle d’une repre´sentation lisse irre´ductible de carre´ inte´grable de M . On pose,
pour (σ, E) objet de OC et lorsque cela a` un sens:
C0(s, P ′, P, σ) := B(s.P, P ′, sσ)−1 ⊗ A(P ′, s.P, sσ)λ(s).
Tenant compte de l’e´galite´ Wh(s.P, sσ) = Wh(σ) (cf. (4.4 )), on voit que lorsqu’il
est de´fini, C0(s, P ′, P, σ) est e´le´ment de Hom(Wh(σ) ⊗ iGPE,Wh(sσ) ⊗ i
G
P ′sE). Cela
de´finit une fonction rationnelle sur OC. De plus l’application σ 7→ C
0(s, P ′, P, σ) est
holomorphe au voisinage de O et, pour tout σ objet de O, C0(s, P ′, P, σ) est unitaire.
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De´monstration:
D’apre`s (4.9) et (4.16), on a:
B(s.P, P ′, sσ)−1 = j(sσ)−1B(P ′, s.P, sσ).
De (6.15) et de l’assertion A, on de´duit que C0(s, P ′, P, σ)∗C0(s, P ′, P, σ) est e´gal a`
[B(s.P, P ′, sσ)B(P ′, s.P, sσ)]−1 ⊗ [λ(s−1)A(s.P, P ′, sσ)A(P ′, s.P, σ)λ(s)].
Utilisant (4.12) et son analogue pour B, on en de´duit.
C0(s, P ′, P, σ)∗C0(s, P ′, P, σ) = Id.
De fac¸on similaire, on voit que:
C0(s, P ′, P, σ)C0(s, P ′, P, σ)∗ = Id
ce qui prouve que, lorsqu’il est de´fini, C0(s, P ′, P ) est unitaire. Pour tout φ ∈
C∞(O,Wh⊗ iGP ), d’apre`s (4.13), (4.12) et (4.17), on peut appliquer le Lemme 10 a` la
fonction de´finie sur le comple´mentaire d’un nombre fini d’hyperplans affines de (a′M)C,
λ 7→ C0(s, P ′, P, σχ)φ(σχ). Le Lemme en re´sulte.
6.4 Transformation unipotente de paquets d’ondes
La preuve du The´ore`me suivant suit au plus pre`s la preuve de la Proposition VI.4.1 de
[W]. Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G et soit O l’orbite
inertielle unitaire d’une repre´sentation lisse irre´ductible et de carre´ inte´grable de M .
Soit φ ∈ Pol(O,Wh⊗ iGP ). On dit que que φ est tre`s re´gulie`re si φ ve´rifie les proprie´te´s
suivantes:
Pour tout sous-groupe parabolique standard, P ′ = M ′U ′, de
G et s ∈ W (M ′|G|M), la fonction rationnelle sur OC, σ 7→
µG(σ)µM
′
(sσ)−1C(s, P ′, P, σ)φ(σ), est holomorphe sur un voisinage de O.
(6.17)
Pour tout sous-groupe parabolique antistandard P =MU , P ′ =M ′U ′, de
G et s ∈ W (M ′|G|M), la fonction rationnelle sur OC, C
0(s, P ′, P )φ(σ) est
holomorphe sur un voisinage de O.
(6.18)
D’apre`s les proprie´te´s de rationalite´ (4.8), (4.16):
Il existe pO ∈ Po(O) non identiquement nul tel que pour tout φ ∈
Pol(O,Wh⊗ iGP ), pOφ soit tre`s re´gulie`re.
(6.19)
On note que si g ∈ G et si φ est tre`s re´gulie`re, ρ•(g)φ est tre`s re´gulie`re d’apre`s les
proprie`te´s d’entrelacement des fonctions C et C0. On remarque que, d’apre`s les Propo-
sitions 12 et et 13:
Si l’Assertion A est vraie, tout φ ∈ Pol(O,Wh⊗ iGP ) est tre`s re´gulie`re. (6.20)
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The´ore`me 2 Soit P = MU , P ′ =M ′U ′ deux sous-groupes paraboliques anti-standard
de G, soit O l’orbite inertielle d’une repre´sentation, lisse irre´ductible et de carre´
inte´grable de M , et φ ∈ Pol(O,Wh⊗ iGP ). Pour φ tre`s re´gulie`re, on a:
(i) Si le rang semi-simple de M ′ est infe´rieur ou e´gal a` celui de M et si M ′ n’est pas
conjugue´ a` M , fP
′,ind
φ est nul.
(ii) Supposons M et M ′ conjugue´s. Pour tout m′ ∈M ′ et g ∈ G, on a:
(fP
′,ind
φ (g))(m
′) =
∑
s∈W (M ′|G|M)
∫
Ou
EM
′
M ′ [(C
0(s, P ′, P, σ)(φ(σ))(g)](m′)dσ.
(iii) De plus fP,ind est a` valeurs dans C(U0\G,ψ).
(iv) Si l’assertion A est vraie, les meˆmes conclusions sont valables pour tout φ ∈
C∞(O,Wh⊗ iGP ).
De´monstration:
Prouvons (i) et (ii). Soit φ ∈ Pol(O,Wh⊗ iGP ), g ∈ G et m
′ ∈M ′. Ona:
ρ(g)fφ = fρ•(g)φ,
fP
′
φ (m
′) = (ρ(m′)fP
′
φ )(1) = δ
−1/2
P ′ (m
′)(ρ(m′)fφ)
P ′(1)
et pour v′ e´le´ment de l’espace de iGP ′sσ:
((iGP ′sσ)(m
′))v′)(1) = δ
1/2
P ′ (m
′)(sσ(m′))(v′(1)).
On est donc ramene´ a` calculer fP
′
φ (1) pour tout φ tre`s re´gulie`re. On fixe un sous-groupe
compact ouvert H comme dans (2.6) tel que φ est invariante par ρ•(H).
Il existe une constante CH > 0 telle que pour tout ϕ ∈ C
∞(H):
∫
H
ϕ(g)dh = cH
∫
H∩U ′−×H∩M ′×H∩U ′
ϕ(u′−m′1u
′)du′−dm′du′,
ou` les mesures sont celles induites par les mesures de Haar sur
G,U ′−,M ′, U ′.
(6.21)
On fixe a ∈ AM ′ tel que |α(a)|F < 1 pour tout α ∈ Σ(P
′). Pour n ∈ N, posons
U ′n = a
−n(H ∩ U ′)an. Alors on a:
fP
′
φ (1) =
∫
U ′
fφ(u
′)du′.
Donc
fP
′
φ (1) = limn→∞
∫
U ′n
fφ(u
′)du′ = limn→∞δP ′(a)
−n
∫
H∩U ′
fφ(a
−nu′an)du′. (6.22)
Pour tout n ∈ N:∫
H∩U ′
fφ(a
−nu′an)du′ =
∫
H∩U ′
∫
O
EGP (φ(σ))(a
−nu′an)dσdu′.
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On remarque que:
EGP (φ(σ))(a
−nu′an) = EGP ((ρ•(u
′an)φ)(σ))(a−n).
On pose alors:
φn =
∫
H∩U ′
ρ•(u
′an)φdu′ ∈ Pol(O,Wh⊗ iGP ),
l’inte´grale se re´duisant a` une somme finie, puisque φ est H-invariante. Alors:
fP
′
φ (1) = limn→∞δP ′(a)
−n)
∫
O
EGP (φn(σ))(a
−n)dσ. (6.23)
Comme a−n(H ∩M ′)(H ∩ U ′−)an ⊂ H , on a l’e´galite´:
φn = c
∫
H∩U ′×H∩M ′×H∩U ′−
ρ•(u
′m′u′−an)φdu′−dm′du′ (6.24)
= cc−1H
∫
H
ρ•(ha
n)φdh.
ou` c = vol(H ∩M ′)−1vol(H ∩ U ′−)−1. Donc φn ∈ Pol(O,Wh⊗ i
G
P )
H .
D’apre`s les proprie´te´s du terme constant (cf. (3.7)), et en tenant compte de l’e´galite´
δP ′− = δ
−1
P ′ , on peut choisir N assez grand pour que, pour tout n ≥ N , on ait:
EGP (φn(σ))(a
−n) = δP ′(a)
n/2EGP (φn(σ))P ′−(a
−n).
et avec la notation (5.7):
EGP (φn(σ))(a
−n) = δP ′(a)
n/2[EGP (φn(σ))
w
P ′−(a
−n) + EGP (φn(σ))
+
P ′−(a
−n)]. (6.25)
En reportant dans les e´galite´s (6.23) puis (6.22), on obtient:
fP
′
φ (1) = X
w +X+, (6.26)
ou`
Xw = limn→∞δP ′(a)
n/2
∫
O
µ(σ)[EGP (φn(σ))
w
P ′−(a
−n)dσ,
X+ = limn→∞δP ′(a)
n/2
∫
O
µ(σ)[EGP (φn(σ))
+
P ′−(a
−n)dσ,
(6.27)
pour peu que ces limites existent.
Montrons:
Il existe ε > 0, C > 0 et d ∈ N tels que pour tout n ∈ N et tout σ ∈ O on
ait:
[EGP (φn(σ))
+
P ′−(a
−n) ≤ CδP ′(a)
n/2(1 + ‖H0(a
n)‖)de−ε‖H0(a
n)‖.
(6.28)
Par compacite´ de O, il suffit de prouver que pour σ0 objet de O, on a une telle majo-
ration pour σ dans un voisinage convenable de σ0. Fixons σ0 ∈ O et un ensemble fini
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F ⊂ C∞(O,Wh⊗ iGP )
H tel que {φ′(σ0)|φ
′ ∈ F} forme une base de Wh(σ0)⊗ (i
G
PEσ0)
H .
Il existe un voisinage U de σ0 dans O tel que pour tout σ ∈ U , {φ
′(σ)|φ′ ∈ F} forme
une base de Wh(σ) ⊗ (iGPEσ)
H . Pour tout φ′′ ∈ C∞(O,Wh ⊗ iGP )
H et tout σ ∈ U , on
peut donc e´crire de fac¸on unique:
φ′′(σ) =
∑
φ′∈F
C(φ′, φ′′, σ)φ′(σ).
Quitte a` restreindre U , on peut supposer qu’il existe C1 > 0 tel que pour tout φ
′′ ∈
C∞(O,Wh⊗ iGP )
H et tout σ ∈ U , on ait:
∑
φ′∈F
|C(φ′, φ′′, σ)| ≤ C1Sup{(φ
′(σ), φ′′(σ))|φ′ ∈ F}.
D’apre`s le Lemme 7, il existe C2 > 0 et ε > 0 tels que pour tout σ objet de O et φ
′ ∈ F :
|(EGP (φ
′(σ)))+P ′(a
−n)| ≤ C2e
−εn‖H0(a)‖.
Donc
|(EGP φn(σ))
+
P (a
−n)| ≤ C1C2Sup{(φ
′(σ), φ(σ))|φ′ ∈ F}e−εn‖H0(a)‖. (6.29)
Fixons φ′ ∈ F . Pour (σ, E) ∈ U , on a:
(φ′(σ), φn(σ)) =
∫
H∩U
(φ′(σ), ρ(uan)φ(σ))du.
Comme φ′ est invariante a` droite par H et le produit scalaire sur Wh(σ) ⊗ iGPE e´tant
G-invariant, on a donc :
(φ′(σ), φn(σ)) = vol(H ∩ U)(φ
′(σ), ρ(an)φ(σ)).
De la de´finition de ce produit scalaire re´sulte l’existence de φ′1 ∈ C
∞(O, iˇGP ⊗ i
G
P ) telle
que, pour tout σ objet de O, l’application g 7→ (φ′(σ), ρ(g)φ(σ)) soit de la forme
g 7→ EGP (φ
′
1(σ))(g), ou` E
G
P est l’application coefficient de [W] section V.1. Donc, d’apre`s
[W], Lemmes VI.2.2, II.1.1 et Equation I. 1(6), il existe C3 > 0 tel que pour tout σ ∈ O:
|(φ′(σ), φn(σ)| ≤ C3δ0(a
n/2)(1 + n‖H0(a)‖)
d.
Joint a` (6.29), cela prouve (6.28). Joint a` (6.27) et au choix de a, on en de´duit que
X+ = 0.
En utilisant successivement (3.8), l’e´galite´ δP ′− = δ
−1
P ′ et la de´finition de U
′
n pour ef-
fectuer un changement de variable, on e´tablit les e´galite´s:
EGP (φn(σ))P ′−(a
−n) = δ
1/2
P ′ (a
−n)
∫
H∩U ′
[EGP (φ(σ))
ind
P ′−(a
−nu′an)](1)du′
= δ
1/2
P ′ (a
n)
∫
U ′n
[EGP (φ(σ))
ind
P ′−(u
′)](1)du′.
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En tenant compte de (6.23) et (6.25), on en de´duit:
Xw = limn→∞
∫
O
∫
U ′n
µ(σ)[EGP (φ(σ))
ind
P ′−(u
′)](1)du′dσ.
Si le rang semi-simple de M ′ est infe´rieur ou e´gal a` celui de M ′ et si M et M ′ ne sont
pas conjugue´s, on voit que Xw = 0. Ceci ache`ve de prouver (i).
Prouvons (ii).
Suposons M et M ′ conjugue´s. On va utiliser la Proposition 4 pour donner une expres-
sion de EGP (φ(σ))
ind
P ′−. Comme M et M
′ sont conjugue´s, pour tout s ∈ W (M ′|G|M),
M ′ ∩ s.P = M ′. Dans notre utilisation du The´ore`me 4, P ′ est ici remplace´ par P ′− et
Ps est ici e´gal a` P
′−, P˜s est ici e´gal a` P
′. On a alors, graˆce a` la Proposition 4 et (4.31):
Xw = limn→∞X
w
n
ou`
Xwn =
∑
s∈W (M ′|G|M)
∫
O
∫
U ′n
µ(σ)[EM
′
M ′ (C(s, P
′−, P, σ)φ(σ))(u′)](1)dσdu′
et on veut passer a` la limite sur n. Mais un de´placement de contour d’inte´gration est
ne´cessaire. Si χ est un caracte`re non ramifie´ de M , on note Oχ l’ensemble des classes
d’e´quivalence des repre´sentations σχ lorsque σ de´crit les objets de O. On munit Oχ de
la mesure obtenue par transport de structure de la mesure sur O. Posons:
φs(σ) := µ(σ)C(s, P
′−, P, σ)φ(σ) ∈ Wh(P ′, sσ)⊗ iGP ′−(sE). (6.30)
Comme φ est tre`s re´gulie`re, il existe ε1 > 0 tel que, pour tout s ∈ W (M
′|G|M) φs, est
holomorphe sur {σ ⊗ χ|‖Re χ‖ < ε1‖Re δP‖}. On choisit ε > 0 strictement plus petit
que ε1. On pose
Λs,ε := s
−1δ−εP ′ . (6.31)
Pour des raisons d’holomorphie,, on a:
Xwn =
∑
s∈W (M ′|G|M)
∫
OΛs,ε
∫
U ′n
[EM
′
M ′ (φs(σ)(u
′))](1)dσdu′. (6.32)
On veut passer a` la limite sur n dans cette expression. Il faut majorer
[EM
′
M ′ (φs(σ))(u
′)](1).
Soit (σ, E) un objet de O. Soit vs ∈ i
G
P ′−(sE)sΛs,ε, ηs ∈ Wh(P
′, sσ). On remarque
que Wh(P ′, sσ) est e´gal a` Wh(sσ), puisque P ′ est anti-standard. Alors, il re´sulte de la
de´finition que:
[EM
′
M ′ (vs ⊗ ηs)(g)](1) = 〈ηs, vs(g)〉.
On e´crit:
u′ = u
′−(u)m′(u′)k(u′), u′−(u′) ∈ U ′−, m′(u′) ∈M ′, k(u′) ∈ K,
de sorte que m′(u′) = mP ′−(u
′), etc.. Tenant compte des proprie´te´s de covariance de
vs, on voit que:
〈ηs, vs(u
′)〉 = (sΛs,ε)(m
′(u′))δ
−1/2
P ′ (m
′(u′))〈ηs, sσ(m
′(u′))vs(k(u
′))〉
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et, tenant compte de la de´finition de Λs,ε, on obtient:
〈ηs, vs(u)〉 = δ
−1/2−ε
P ′ (m
′(u′))〈ηs, sσ(m
′(u′))vs(k(u
′))〉.
Tenant compte du fait que la restriction de vs a` K ne prend qu’un nombre fini de
valeurs, on de´duit de (6.6), du Lemme 8 (i) et de la tempe´rance de ηs (cf. Proposition
2 ), que pour tout d ∈ N , il existe C > 0 tel que :
|〈ηs, vs(u)〉| ≤ Cδ
−1/2
P ′ (m
′(u))δ
1/2
P0∩M
(m0(m
′(u′))(1 + ‖H0(m0(m
′(u′))‖)−d
ou C est une constante qui ne de´pend que de la restriction de vs a` K et de ηs mais pas
de σ ∈ O. Comme P ′ est anti-standard, on a l’e´galite´:
δ−1P ′ (m
′(u′))δP0∩M(m0(m
′(u′)) = δP0(m0(m
′(u′)).
Donc, on a:
|〈ηs, vs(u)〉| ≤ Cδ
1/2
P0
(m0(m
′(u′)))(1 + ‖H0(m0(m
′(u′))‖)−d.
On en de´duit que , pour tout d ∈ N, il existe C ′ > 0 tel que pour tout s ∈ W (M ′|G|M)
et σ objet de OΛs,ε:
|EM
′
M ′ (φs(σ))(u
′)](1)| ≤ C ′δP0(m
′(u′))(1 + ‖H0(m0(m
′(u′))‖)−d, u′ ∈ U ′.
Comme le second membre de cette ine´galite´ est une fonction inte´grable sur OΛs,ε×U
′,
pour d bien choisi, d’apre`s le Lemme 8. On peut appliquer le The´ore`me de convergence
domine´e et de´duire de (6.32):
Xw =
∑
s∈W (M ′|G|M)
∫
OΛs,ε
∫
U ′
µ(σ)[EM
′
M ′ (φs(σ)(u
′))](1)dσdu′,
la fonction sous le signe inte´grale e´tant inte´grable pour la mesure produit. On peut
appliquer le the´ore`me de Fubini et commencer par calculer l’inte´grale sur U ′. Soit σ
objet de OΛs,ε. Si v est invariante par un sous-groupe compact ouvert de G, H , on a:
〈η, (A(P ′, P ′−, sσ)v)(1)〉 = 〈eM ′∩Hη, (A(P
′, P ′−, sσ)v)(1)〉.
Donc, d’apre`s la de´finition des inte´grales d’entrelacement, notamment la dernie`re as-
sertion de (4.7), on a:
〈η, (A(P ′, P ′−, sσ)v)(1) >=
∫
U ′
〈eM ′∩Hη, v(u
′) > du′.
Comme v(u′) est M ′ ∩H-invariante, on obtient finalement:
〈η, (A(P ′, P ′−, sσ)v)(1) >=
∫
U ′
〈η, v(u′)〉du′.
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De cette dernie`re e´galite´ et de (6.30), on en de´duit:
∫
U ′
[EM
′
M ′ (φs(σ))(u
′)](1)du′ = EM
′
M ′ [((IdWh(P ′,sσ)⊗A(P
′, P ′−, sσ))C(s, P ′−, P, σ)φ(σ))(1)](1).
Tenant compte de la de´finition des fonctions C (cf. Proposition 4) et de (4.12), on voit
que fP
′
φ (1) est e´gal a` la somme sur s ∈ W (M
′|G|M) de:
∫
OΛs,ε
µ(σ)j(P ′, P ′−, s.P, sσ)EM
′
M ′ [((B(P
′, s.P, sσ, sχ)⊗(A(P ′, s.P, sσ)λ(s))φ(σ))(1)](1)dσ.
Montrons, avec les notations de la Proposition 13:
µ(σ)j(P ′, P ′−, s.P, sσ)[((B(P ′, s.P, sσ, sχ)⊗ (A(P ′, s.P, sσ)λ(s)) = C0(s, P ′, P, σ).
(6.33)
Comme C0(s, P ′, P, σ) = B(s.P, P ′sσ)−1 ⊗ A(P ′, s.P, sσ)λ(s), il faut donc montrer
µ(σ)j(P ′, P ′−, s.P, sσ)B(P ′, s.P, sσ, sχ) = B(s.P, P ′, sσ)−1.
Mais
B(P ′, s.P, sσ)B(s.P, P ′, sσ) = j(P ′, s.P, P ′, sσ).
Donc
µ(σ)j(P ′, P ′−, s.P, sσ)B(P ′, s.P, sσ, sχ)
est e´gal a`:
µ(σ)j(P ′, P ′−, s.P, sσ)j(P ′, s.P, P ′)B(s.P, P ′, sσ)−1.
On de´duit de (4.12), j(P ′, P ′−, s.P, sσ)j(P ′, s.P, P ′) = j(sσ). Mais, cf. [W], IV. 3(3)
µ(σ) = µ(sσ) = j(sσ)−1. Cela prouve (6.33).
En choissant ε suffisamment petit, comme φ est tre`s re´gulie`re, on peut, pour des raisons
d’holomorphie, remplacer l’inte´grale sur OΛs,ε par l’inte´grale sur O. Ceci ache`ve la
preuve de (ii).
Alors (iii) re´sulte de (i) et (ii) et de la Proposition 8 applique´e a` M au lieu de G et P .
(iv) Si l’Assertion A est vraie, le re´sultat est aussi valable pour φ polynomiale, d’apre`s
(6.20). D’apre`s les Propositions 8 et 9 (ii), l’application , φ → fPφ (1) est une forme
line´aire continue sur C∞(O,Wh⊗iGP ). Son e´valuation en φ est e´gale au premier membre
de l’e´galite´ de (ii) pour g = m′ = 1. Mais, si l’Assertion A est vraie, le deuxie`me
membre, pour g = m′ = 1, est e´galement une forme line´aire continue sur ce meˆme espace
membre est e´galement d’apre`s la Proposition 8. La densite´ de Pol(O,Wh⊗ iGP ) dans
C∞(O,Wh⊗ iGP ) et (i) et (ii) impliquent l’analogue de (i) et (ii) pour φ ∈ C
∞(O,Wh⊗
iGP ).
Utilisant la Proposition 8 applique´e a` M au lieu de G et P , on de´duit l’analogue de
(iii).
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6.5 Transforme´e de Fourier de paquets d’ondes
The´ore`me 3 Soient P = MU,P = M ′U ′ des sous-groupes paraboliques anti-standard
de G . Soit O l’orbite inertielle unitaire d’une repre´sentation lisse irre´ductible et de
carre´ inte´grable de M . Soit φ ∈ Pol(O,Wh⊗ iGP ) tre`s re´gulie`re ou, si l’Asserion A est
vraie, φ ∈ C∞(O,Wh ⊗ iGP ) . Soit (σ1, E1) une repre´sentation lisse irre´ductible et de
carre´ inte´grable de M ′. Si M et M ′ sont conjugue´s, on a:
fˆφ(g)(P
′, σ1) =
∑
s∈W (M ′|G|M),s−1σ1∈O
C0(P ′, P, s, s−1σ1)φ(s
−1σ1).
Si l’Assertion A est vraie, le meˆme re´sultat est vrai pour φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ).
De´monstration:
La preuve est entie`rement analogue a` celle du The`ore`me 5 de [D4] , en y remplac¸ant
(˜C(s, P ′, P, sσ)φ)(sσ) par C0(s, P ′, P, σ)φ(σ).
6.6 Produit scalaire de paquets d’ondes
Proposition 14 Soit P = MU,P ′ = MU ′ deux sous-groupes paraboliques anti-
standard de G. Soit O (resp. O1) l’orbite inertielle d’une repre´sentation lisse,
irre´ductible et cuspidale de M (resp. M ′). Soit φ ∈ Pol(O,WhiGP ), φ1 ∈ Pol(O1,Wh⊗
iGP ′) tre`s re´gulie`res (resp. φ ∈ C
∞(O, iGP ), φ1 ∈ C
∞(O1,Wh⊗ i
G
P ′) si l’Assertion A est
vraie ).
(i) Si M et M ′ ne sont pas conjugue´s dans G, (fφ, fφ1)G est nul.
(ii) Si M et M ′ sont conjugue´s dans G, (fφ, fφ1)G est e´gal a`:∫
O1
∑
s∈W (M ′|G|M),sO=O1
µ(σ1)(C
0(s, P ′, P, s−1σ1)φ(s
−1σ1), φ1(σ1))dσ1.
De´monstration:
La de´monstration est semblable a` celle de [W], Proposition VII.2.2. Nous la donnons
pour la commodite´ du lecteur.
On a l’e´galite´
(fφ, fφ1)G =
∫
U0\G
fφ(g)
∫
O1
µ(σ1)(EGP ′(φ1(σ1))(g)dσ1dg.
Comme O1 est compact et comme fφ ∈ C(U0\G,ψ), on de´duit du Lemme 6 et (3.15)
que l’inte´grale double est absolument convergente et l’on obtient:
(fφ, fφ1)G =
∫
O1
µ(σ1)(fφ, E
G
P ′(φ1(σ1)))Gdσ1
et d’apre`s la de´finition de fˆ :
(fφ, fφ1)G =
∫
O1
µ(σ1)(fˆφ(P
′, σ1), φ1(σ1))dσ1.
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Supposons le rang semi-simple de M ′ infe´rieur ou e´gal a` celui de M . En utilisant la
Proposition 10 et le The´ore`me 2 (i), on voit que (fφ, fφ1)G = 0 si M n’est pas conjugue´
a` M ′. Si le rang semi-simple de M ′ est strictement plus grand que celui de M , il suffit
d’appliquer la relation (fφ, fφ1)G = (fφ1 , fφ)G, pour achever la preuve de (i).
Supposons maintenant M et M ′ conjugue´s dans G. Le The´ore`me 3 calcule fˆφ(P
′, σ1),
ce qui conduit a` (ii).
Corollaire 1 Avec les notations de la Proposition pre´ce´dente, en supposant l’assertion
A vraie, si M et M ′ ne sont pas conjugue´s, fˆ(P ′, ) est nul.
De´monstration:
Pour tout φ1 comme ci-dessus , on a (fφ, fφ1)G = 0. Soit encore, d’apre`s la Proposition
6: ∫
O1
(fˆ(P ′, σ1), φ1(σ1)µ(σ1)dσ1 = 0.
Comme cela est vrai pour tout φ1 ∈ C
∞(O1,Wh⊗ i
G
P ′), on en de´duit la nullite´ voulue.
6.7 Adjoint de la matrice: preuve de l’assertion A
The´ore`me 4 Soit P , Q des sous-groupes paraboliques semi-standard de G posse´dant
le meˆme sous-groupe de Le´vi semi-standard, M . On suppose P anti-standard. Soit O
l’orbite inertielle d’une repre´sentation lisse, irre´ductible et de carre´ inte´grable de M .
On a l’e´galite´ de fonctions rationnelles sur O:
B(P,Q, σ)∗ = B(Q,P, σ)
De´monstration:
Soit P ′ le sous-groupe parabolique anti-standard de G auquel Q est conjugue´ et O1
une orbite inertielle de M ′ conjugue´e de O par un e´le´ment de W (M ′|G|M). Soit φ ∈
Pol(O,Wh⊗ iGP ), φ1 ∈ Pol(O1,Wh⊗ i
G
P ′) tre`s re´gulie`res. Alors, d’apre`s la Proposition
pre´ce´dente:
(fφ, fφ′)G =
∫
O1
∑
s∈W (M ′|G|M),sO=O1
µ(σ1)(C
0(s, P ′, P, s−1σ1)φ(s
−1σ1), φ1(σ1))dσ1.
Puis en utilisant (fφ, fφ′)G = (fφ′ , fφ)G, on a:
(fφ, fφ′)G =
∫
O
∑
t∈W (M |G|M ′),t−1O=O1
µ(σ)(φ(σ), C0(t, P, P ′, t−1σ)φ1(t
−1σ))dσ. (6.34)
On pose σ = s−11 σ dans (6.34). Comme µ(σ) = µ(σ1) d’apre`s [W] IV.3 (3), on a:
(fφ, fφ′)G =
∫
O
∑
s∈W (M ′|G|M),sO=O1
µ(σ)(C0(s, P ′, P, σ)φ(σ), φ1(sσ))dσ. (6.35)
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A s ∈ W (M ′|G|M) correspond un unique e´le´ment t de W (M |G|M ′) tel que ts = m ∈
M0 ∩ K. Si φ est tre`s re´gulie`re, il en va de meˆme de pφ pour tout p ∈ Pol(O). Par
ailleurs si F ∈ C∞(O) est tel que:
∫
O
p(σ)F (σ)dσ = 0, p ∈ Pol(O),
alors F = 0.
Donc, pour tout σ objet de O, les expressions sous le signe inte´grale dans les membres
de droite des e´galite´s (6.34) et (6.35) sont e´gales.
Soit O′ l’ensemble des σ ∈ O tel que, avec les notations de (6.19), pO(σ) soit non nul
et tels que si w ∈ W (M,O), wσ ne soit e´quivalente a` σ que si w = 1. On remarque que
O′ est dense dans O.
Soit (σ, E) un objet de O′, s ∈ W (M ′|G|M) et t comme ci-dessus. D’apre`s (6.19) on
peut choisir φ1 tre`s re´gulie`re tel que φ1(sσ) soit non nul et arbitraire dans i
G
P (tE1) et tel
que φ1(s
′σ) = 0 si s′ ∈ W (M ′|G|M) est distinct de s. De meˆme φ(σ) peut eˆtre choisi
arbitrairement. Alors, tous les termes sous le signe inte´gral de (6.34) (resp.(6.35)) sont
nuls excepte´ celui correspondant a` s (resp. t). On en de´duit:
(C0(s, P ′, P, σ)φ(σ), φ1(sσ)) = (φ(σ), C
0(t, P, P ′, t−1σ)φ1(t
−1σ)). (6.36)
Les deux membres de cette e´galite´ sont des fonctions scalaires sur O. Comme mσ
est e´quivalente a` σ , on ne change pas le deuxie`me membre en remplacant σ par mσ.
Comme on a s = t−1mσ, on a donc :
(φ(σ), C0(t, P, P ′, t−1σ)φ1(t
−1σ)) = (φ(mσ), C0(t, P, P ′, sσ)φ1(sσ)).
Mais φ est une fonction sur O a` valeurs dans Wh⊗ iGP . L’ope´rateur σ(m) entrelace σ1
et mσ1 et le transpose´ de σ(m), σ
′(m−1), induit une bijection de Wh(σ) sur Wh(mσ),
Donc
φ1(mσ) = Tφ(σ),
ou` T = σ′(m−1)⊗ λ(m), dont l’adjoint est e´gal a` σ′(m)⊗ λ(m−1). Donc:
(φ(σ), C0(t, P, P ′, t−1σ)φ1(t
−1σ)) = (φ(σ), (σ′(m)⊗ λ(m−1))C0(t, P, P ′, sσ)φ1(sσ)),
ou` ∗ de´signe l’adjoint. Joint a` l’e´galite´ (6.36), on en de´duit:
C0(s, P ′, P, σ)∗ = (σ′(m)⊗ λ(m−1))C0(t, P, P ′, sσ). (6.37)
D’apre`s la de´finition des fonctions C0 (cf. Proposition 13) et l’e´galite´ ts = m, on a:
C0(s, P ′, P, σ) = B(s.P, P ′, sσ)−1 ⊗ A(P ′, s.P, sσ)λ(s)
C0(t.P, P ′, sσ) = B(t.P ′, P,mσ)−1 ⊗ A(P, t.P ′, mσ)λ(t).
On a, par conjugaison par m et en tenant compte de l’e´galite´ m−1t = s−1
λ(m−1)A(P, t.P ′, mσ)λ(t) = A(P, t.P ′, σ)λ(s−1).
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Par ailleurs (cf. (6.15):
((A(P ′, s.P, sσ)λ(s))∗ = λ(s−1)A(s.P, P ′, sσ)
puis par conjugaison par s−1:
(A(P ′, s.P, sσ)λ(s))∗ = A(P, t.P, σ)λ(s−1).
Alors les e´galite´s pre´ce´dentes jointes a` l’e´galite´ (6.37), montrent, apre`s que l’on ai pris
les inverses:
B(s.P, P ′, sσ)∗ = B(t.P ′, P,mσ)σ′(m−1) (6.38)
Par conjugaison par m, on a:
B(t.P ′, P,mσ)σ′(m−1) = σ′(m−1)B(t.P, P, σ)
Mais d’apre`s l’analogue de [D4], (7.20), dont la preuve, par transport de structure, est
identique et ou` s et t sont triviaux car P et P ′ sont standard, on a:
σ′(m−1)B(t.P, P, σ) = B(P ′, s.P, sσ)
Joignant les deux e´galite´s pre´ce´dentes a` (6.38), on obtient:
B(s.P, P ′, sσ))∗ = B(P ′, s.P, sσ)
Echangeant le role de P et P ′, on en de´duit le The´ore`me.
7 Formule de Plancherel
7.1 Equation fonctionnelle pour les inte´grales de Jacquet
Soit Θ l’ensemble des couples (P,O) ou` P =MU est un sous-groupe parabolique anti-
standard de G et O l’orbite inertielle unitaire d’une repre´sentation lisse irre´ductible et
de carre´ inte´grable de M .
Proposition 15 Soit P = MU , P ′ = M ′U ′ deux sous-groupes paraboliques anti-
standard de G tels que M et M ′ soient conjugue´s et s ∈ W (M ′|G|M). Soit (P,O) ∈ Θ
et φ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ). On a l’e´galite´ de fonctions sur O:
EGP ′(C
0(s, P ′, P, σ)φ(σ)) = EGP (φ(σ)).
De´monstration:
Soit η′ ∈ Wh(sσ). D’apre`s la de´finition des matrices B, on a l’e´galite´ de fonctions sur
O:
ξ(s.P, sσ, B(s.P, P ′, sσ, η′) = ξ(P ′, sσ, η′) ◦ A(P ′, s.P, sσ).
Mais d’apre`s (4.4), on a Wh(s.P, sσ) =Wh(σ) et l’e´galite´.:
ξ(s.P, sσ, B(s.P, P ′, sσ)η′) = ξ(P, σ, B(s.P, P ′, sσ)η′)λ(s−1).
48
Donc on a:
ξ(P, σ, B(s.P, P ′, sσ)η′) = ξ(P ′, sσ, η′) ◦ A(P ′, s.P, sσ) ◦ λ(s). (7.1)
Posant η = B(s.P, P ′, sσ)η′ ∈ Wh(s.P, sσ) =Wh(σ), on a, lorsque B(s.P, P ′, sσ)−1 est
de´fini:
ξ(P, σ, η) = ξ(P ′, sσ, B(s.P, P ′, sσ)−1η)A(P ′, s.P, sσ) ◦ λ(s).
Utilisant la de´finition des inte´grales de Jacquet et la de´finition de C0(s, P ′, P, σ), on en
de´duit la Proposition.
Remarque 4 Notons A(s, P ′, P, σ) := A(P ′, s.P, sσ)λ(s) l’ope´rateur d’entrelacement
entre iGPσ et i
G
P sσ, lorqu’il est de´fini. Comme dans la de´finition des matrices B, on
voit qu’il existe une unique application line´aire, note´e B(s−1, P, P ′, σ), entre Wh(sσ)
et Wh(σ) telle que:
ξ(P, σ, B(s−1, P, P ′, sσ)η′) = ξ(P ′, sσ, η′) ◦ A(s, P ′, P, σ), η′ ∈ Wh(sσ).
On de´duit de (7.1), l’e´galite´:
B(s.P, P ′, sσ) = B(s−1, P, P ′, sσ).
Cela permet une de´finition des fonctions C0 sans avoir recours, pour les inte´grales de
Jacquet, a` des sous-groupes paraboliques autres qu’anti-standard.
7.2 Equation fonctionnelle pour la Transforme´e de Fourier-
Whittaker
Proposition 16 Soit f ∈ C(U0\G,ψ).
(i) Il existe un ensemble fini de couples (P,O) ∈ Θ tels que que fˆP,O soit non nul.
(ii) Soit P = MU , P ′ = M ′U ′ deux sous-groupes paraboliques antistandard de G et
s ∈ W (M ′|G|M) tels que M et M ′ soient conjugue´s. Soit (P,O) ∈ Θ. On a l’e´galite´,
pour tout (σ, E) objet de O:
fˆ(P ′, sσ) = C0(s, P ′, P, σ)fˆ(P, σ).
De´monstration:
(i) Soit H un sous-groupe compact ouvert de G fixant f . (i) re´sulte du fait qu’il n’y a
qu’un nombre fini de couples (P,O) ∈ Θ tels que pour un objet de O, (σ, E), l’espace
iGPE contienne un vecteur non nul invariant par H ( cf [W], The´ore`me VIII.1.2).
(ii) Soit φ ∈ Wh(σ)⊗ iGPE. On a par de´finition de fˆ :
(fˆ(P, σ), φ) =
∫
U0\G
f(g)EGP (φ)(g)dg.
Tenant compte de la Propostion 15, on en de´duit:
(fˆ(P, σ), φ) =
∫
U0\G
f(g)EGP ′(C
0(s, P ′, P, σ)φ)(g)dg.
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De la de´finition de fˆ , on en de´duit:
(fˆ(P, σ), φ) = (fˆ(P ′, sσ), (C0(s, P ′, P, σ)φ).
Mais, l’Assertion A tant maintenant de´montre´e, l’adjoint de (C0(s, P ′, P, σ) est e´gal a`
(C0(s, P ′, P, σ)−1, dapre`s la Proposition 13. Donc:
(fˆ(P, σ), φ) = ((C0(s, P ′, P, σ)−1fˆ(P ′, sσ), φ).
Comme cela est vrai pour tout φ, on en de´duit l’e´galite´ voulue.
7.3 Espace S inv et applications F et W
On de´finit:
S = ⊕(P,O)∈ΘC
∞(O,Wh⊗ iGP ).
Si P =MU est un sous groupe parabolique anti-standard de G, on note p(P ) le nombre
de sous-groupes paraboliques anti-standard dont le Le´vi standard est conjugue´ a`M . Si
I est un ensemble fini, on note |I| son cardinal. On de´finit:
c(P ) := p(P )|W (M |G|M)|. (7.2)
On munit S du produit scalaire qui fait de cette somme une somme directe orthogonale
et qui, pour tout (P,O) ∈ Θ, φ, φ′ ∈ C∞(O,Wh⊗ iGP ) ve´rifie:
(φ, φ′) = c(P )−1
∫
O
µ(σ)(φ(σ), φ(σ′))dσ. (7.3)
On note Sinv l’ensemble des e´le´ments (φP,O)(P,O)∈Θ tels que, si (P = MU,O) ∈ Θ,
P ′ =M ′U ′ est un sous-groupes parabolique anti-standard de G telsque M et M ′ soient
conjugue´s et s ∈ W (M ′|G|M), on a:
φP ′,sO(sσ) = C
0(s, P ′, P, σ)φP,O(σ),
pour tout σ objet de O.
Pour f ∈ C(U0\G,ψ), on note Ff , la famille (fˆP,O)(P,O)∈Θ. D’apre`s les Propositions 7
et 16, c’est un e´le´ment de Sinv.
Tenant compte de la Proposition 8, on note W, l’application de S dans C(U0\G,ψ) qui
a` (φP,O)(P,O)∈Θ associe
∑
(P,O)∈Θ c(P )
−1fφP,O , la somme ne comportant qu’un nombre
fini de termes non nuls.
7.4 Injectivite´ de F
Soit (pi, V ) une repre´sentation lisse de G, ξ ∈ Wh(pi). On suppose que pi est tempe´re´e
de sorte que ξ est e´galement tempe´re´e. Soit f ∈ C(U0\G,ψ). On note f
∗ la fonction
sur G de´finie par f ∗(g) = f(g−1) pour g ∈ G. On de´finit pi′(f ∗)ξ ∈ Vˇ , par:
〈pi′(f ∗)ξ, v〉 =
∫
G/U0
f ∗(g)〈pi′(g)ξ, v〉dg. (7.4)
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l’inte´grale e´tant convergente puisque ξ est tempe´re´e. La repre´sentation re´gulie`re droite
de G dans L2(U0\G,ψ) se de´compose en une inte´grale hilbertienne de repre´sentations
unitaires irre´ductibles de G, (
∫ ⊕
Z
pizdµ(z),
∫ ⊕
Z
Hzdµ(z)). On note, pour z ∈ Z, (pi
∞
z , H
∞
z )
la repre´sentation lisse de G, pi∞z , dans l’espace H
∞
z , des vecteurs lisses de Hz, i.e. fixe´s
par un sous-groupe compact ouvert de G.
Proposition 17 Pour µ-presque tout z ∈ Z, il existe un morphisme de G-modules, βz,
entre C(U0\G,ψ) et H
∞
z et il existe ξz ∈ Wh(pi
∞
z ) tels que:
(i) Pour tout f ∈ C(U0\G,ψ), f =
∫ ⊕
Z
βz(f)dµ(z).
(ii) Pour µ-presque tout z ∈ Z, piz est tempe´re´e.
(ii) Pour µ-presque tout z ∈ Z, on a
(βz(f), v) = 〈pi′z(f
∗)ξz, v〉, f ∈ C(U0\G,ψ), v ∈ H
∞
z .
De´monstration:
D’apre`s [B1], section 3.6 et section 1.4, pour montrer (i) il suffit de de´montrer que
l’injection de C(U0\G,ψ) est ”fine” dans le sens de l.c., section 1.4. On introduit pour
cela la fonction w sur U0\G:
w(g) = (1 + ‖H0(m0(g))‖)
d
ou` d = 2dim A0. Soit Sw := {f ∈ L
2(U0\G, χ)|
∫
U0\G
|f(g)|2w(g)dg < ∞}. Alors
C(U0\G,ψ) est un sous espace de Sw et l’injection est continue d’apre`s (3.14). Il suffit
donc de montrer que l’injection de Sw est ”fine” (cf. l.c section 1.4) . Pour cela utilisant
la section 3.6 et le The´ore`me 3.4 de l.c., il suffit de voir que w est un poids sommable
dans le sens de l.c., section 3.2. Pour cela on introduit Λ = Λ(A0)F0, ou` F0 est un
sous-ensemble fini de M0 tel que U0A0F0K. Alors c’est un ”net” au sens de l.c. section
3.2. On ve´rifie facilement que: ∑
g∈Λ
w(g)−1 <∞.
Donc w est bien sommable. Comme on l’a dit, (i) en re´sulte.
(ii) a e´te´ de´montre´ dans [D4], The´ore`me 7. Ceci implique que pour µ-presque tout
z ∈ Z, ξz est tempe´re´e.
On de´duit (iii) de (i) comme dans la Proposition 15 de [D4] .
Corollaire 2 Soit f ∈ C(U0\G,ψ), si pour toute repre´sentation unitaire irre´ductiblle
tempe´re´e lisse de G et ξ ∈ Wh(pi), pi′(f ∗)ξ = 0, alors f est nulle.
Proposition 18 F est une application line´aire injective de C(U0\G,ψ) dans S
inv.
De´monstration:
Soit f ∈ C(U0\G,ψ) tel que Ff = 0. Comme dans la preuve de la Proposition 11 de
[D4], on voit que, pour tout (P,O) ∈ Θ, (σ, E) objet de O et ξ ∈ Wh(σ):
(iGPσ)
′(f ∗)ξ(P, σ, η) = 0
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Comme toute repre´sentation lisse unitaire irre´ductible et tempe´re´e de G, (pi, V ), est un
facteur direct d’une repre´sentation iGPσ et que l’espaceWh(i
G
Pσ) est e´gal a` {ξ(P, σ, η)|η ∈
Wh(σ)}, on en de´duit:
pi′(f ∗)ξ = 0, ξ ∈ Wh(σ).
La proposition re´sulte alors du Corollaire pre´ce´dent.
7.5 Formule de Plancherel
The´ore`me 5 L’application F est une bijection de C(U0\G,ψ) sur S
inv, dont l’inverse
est donne´ par la restriction de W a` Sinv. En particulier:
f =
∑
(P=MU,O)∈Θ
c(P )−1
∫
O
µ(σ)EGP (fˆP,O(σ))dσ, f ∈ C(U0\G,ψ).
De plus F est une isome´trie, lorsque C(U0\G,ψ) est muni du produit scalaire (., .)G et
S du produit scalaire de´fini en (7.3).
De´monstration:
On a de´ja` montre´ que F est injective. Montrons que la restriction de FW a` Sinv
est l’identite´. Soit Φ = (φP,O)(P,O)∈Θ ∈ S
inv. Calculons FWΦ. Soit (P = MU,O),
(P = M4U4)′,O′) deux e´le´ments de Θ.D’apre`s le Corollaire D’apre`s le Corollaire de
la Proposition 14, fˆP ′,O′ est nul si M et M
′ ne sont pas conjugue´s. Si M et M ′ sont
conjugue´s, d’apre`s le The`ore`me 3, et le fait que Φ ∈ Sinv, on a pour σ1 objet de O
′:
(fφP,O )ˆP ′,O′(σ1) =
∑
s∈W (M ′|G|M),s−1σ1∈O
C0(s, P ′, P, s−1σ1)φP,O(s
−1σ1).
De la de´finition de Sinv, on en de´duit , que, pour σ1 objet de O
′ on
(fφP,O )ˆP ′,O′(σ1) = |{s ∈ W (M
′|G|M), s−1σ1 ∈ O}|φP ′,O′(σ1).
Appliquons cela pour calculer (WΦ)ˆP,O. D’apre`s ce qui pre´ce`de et en e´changeant le
roˆle de P et P ′, c(P )(WΦ)ˆP,O est la somme sur (P
′ = M ′U ′,O′) ∈ Θ, avec M et M ′
conjugue´s, de |{s ∈ W (M ′|G|M), s−1O′ = O}|φP,O. Mais l’ensemble des couples (s,O
′)
tels s−1O′ = O) est e´gal a` {(s, sO)|s ∈ W (M ′|G|M)}, dont le nombre d’e´le´ment est
e´gal a` |W (M ′|G|M)|.
Montrons que si M ′ et M sont conjugue´s par un e´le´ment de W
G
, on a:
|W (M ′|G|M)| = W (M |G|M)|. (7.5)
En effet si M ′ = x.M avec x e´le´ment de W
G
, on a W
M ′
= x.W
M
ainsi que, avec
les notations de la section 4.3, W(M ′|G|M) = xW(M |G|M). Alors (7.5) en re´sulte
imme´diatement. En sommant sur les (P ′,O′) et tenant compte de la de´finition de W,
on voit que
(WΦ)ˆP,O = p(P )|W (M |G|M)|c(P )
−1φP,O.
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Finalement :
(WΦ)ˆP,O = φP,O.
Donc
FWΦ = Φ,Φ ∈ Sinv.
Ceci montre que F est surjective sur Sinv . Comme on a vu que F e´tait aussi injective,
c’est bien une bijection sur entre C(U0\G,ψ) et S
inv . Ce qu’on vient de montrer prouve
e´galement que l’inverse de F est e´gal a` la restriction a` Sinv de W.
Il ne reste plus qu’a` montrer que W restreint a` Sinv est isome´trique.
Soit Φ = (φP,O)(P,O)∈Θ,Φ
′ = (φ′P,O)(P,O)∈Θ ∈ S
inv. Alors:
(WΦ,WΦ′) =
∑
(P,O),(P ′,O′)∈Θ
c(P )−1c(P ′)−1(fφP,O , fφ′P ′,O′ )G. (7.6)
D’apre`s la Proposition 14, (fφP,O , fφ′P ′,O′ )G est nul siM etM
′ ne sont pas conjugue´s par
WG et sinon:
(fφP,O , fφ′P ′,O′ )G =
∑
s∈W (M ′|G|M),sO=O′
∫
O′
µ(σ1)(C
0(s, P ′, P, s−1σ1)φP,O(s
−1σ1), φ
′
P ′,O′(σ1))dσ1
Comme φ ∈ Sinv, on a :
(fφP,O , fφ′P ′,O′ )G = |{s ∈ W (M
′|G|M), sO = O′}|(φP ′,O′, φ
′
P ′,O′).
Si P et P ′ sont associe´s, on a c(P ) = c(P ′). Reportant dans (7.6) et regroupant les
termes correspondants a` φ′P ′,O′, on trouve:
(WΦ,WΦ′) =
∑
(P ′,O′)∈Θ
p(P ′)|W (M ′|G|M ′)c(P ′)−2(φP ′,O′, φ
′
P ′,O′).
Soit encore:
(WΦ,WΦ′) =
∑
(P ′,O′)∈Θ
c(P ′)−1(φP ′,O′, φ
′
P ′,O′).
Finalement
(WΦ,WΦ′) = (Φ,Φ′).
Donc l’inverse de F est bien isome´trique.Il en va de meˆme de F . Ceci ache`ve la preuve
du The´ore`me.
Remarque 5 La Proposition 2 et La surjectivite´ de W montre que pour tout f ∈
C(U0\G,ψ) et tout sous-groupe parabolique anti-standard de G, P , l’application f
P est
un e´le´ment de C(U0 ∩M\M,ψ).
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